
Мiнiстерство освiти i науки України
ДВНЗ «Прикарпатський нацiональний унiверситет

iменi Василя Стефаника»

Т. П. Гой, О. В. Махней

ПРАКТИКУМ З
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

Частина 1.
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI РIВНЯННЯ

ПЕРШОГО ПОРЯДКУ

Навчальний посiбник
для студентiв спецiальностей

«Математика», «Прикладна математика», «Статистика»
вищих навчальних закладiв

Iвано-Франкiвськ
2017



УДК 517.9
ББК 22.161.6
Г 59

Рекомендовано Вченою радою ДВНЗ «Прикарпатський нацiо-
нальний унiверситет iменi Василя Стефаника» як навчальний по-
сiбник для студентiв спецiальностей «Математика», «Прикла-
дна математика», «Статистика» (протокол № 4 вiд 26 квiтня
2017 р.).

Рецензенти:
Iлькiв В. С., доктор фiзико-математичних наук, професор (На-

цiональний унiверситет «Львiвська полiтехнiка»);
Малицька Г. П., кандидат фiзико-математичних наук, доцент

(Прикарпатський нацiональний унiверситет iменi Василя Стефа-
ника).

Г 59 Гой Т.П. Практикум з диференцiальних рiвнянь. Ч. 1.
Диференцiальнi рiвняння першого порядку : навчаль-
ний посiбник / Т. П. Гой, О. В. Махней. — Iвано-Франкiвськ :
Голiней, 2017. — 116 с.

Посiбник мiстить короткий теоретичний матерiал, приклади
розв’язування типових задач, пiдбiр задач для практичних занять
i самостiйної роботи з диференцiальних рiвнянь. Мiстить понад 50
прикладiв i задач з детальним розв’язуванням.

Для студентiв спецiальностей «Математика», «Прикладна ма-
тематика», «Статистика». Може бути корисним для студентiв
iнженерно-технiчних та природничих спецiальностей.

УДК 517.9
ББК 22.161.6

c© Т. П. Гой, О. В. Махней, 2017



Змiст 3

Змiст

Передмова . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1. Звичайнi диференцiальнi рiвняння та їхнi розв’язки . 6
2. Рiвняння з вiдокремлюваними змiнними та звiднi до
них . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

3. Однорiднi рiвняння першого порядку та звiднi до них 23
4. Лiнiйнi рiвняння першого порядку та звiднi до них . . 32
5. Рiвняння Бернуллi та звiднi до нього . . . . . . . . . . 41
6. Рiвняння у повних диференцiалах. Iнтегрувальний
множник . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

7. Неявнi диференцiальнi рiвняння першого порядку
(частина 1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

8. Неявнi диференцiальнi рiвняння першого порядку
(частина 2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

9. Геометричнi аспекти теорiї диференцiальних рiвнянь
першого порядку . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

10. Основнi властивостi розв’язкiв диференцiальних рiв-
нянь першого порядку . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

11. Диференцiальнi моделi . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
Список рекомендованої лiтератури . . . . . . . . . . . . . 112
Таблиця основних iнтегралiв . . . . . . . . . . . . . . . . . 115



4 Передмова

Передмова

Пропонований практикум складається з двох частин. Ма-
терiал першої частини охоплює диференцiальнi рiвняння пер-
шого порядку, другої частини — диференцiальнi рiвняння ви-
щих порядкiв, системи диференцiальних рiвнянь, основи те-
орiї стiйкостi, рiвняння з частинними похiдними першого по-
рядку.
Автори мають на метi познайомити студентiв з основними

типами диференцiальних рiвнянь, методами їх розв’язування,
показати приклади широкого застосування диференцiальних
рiвнянь у моделюваннi рiзноманiтних явищ i процесiв.
Перша частина практикуму мiстить 11 тем. До кожної те-

ми наведено короткi теоретичнi вiдомостi, рекомендована лi-
тература, розв’язанi типовi задачi, запропонованi вправи для
проведення практичних занять (помiченi буквою «А») i для
самостiйного розв’язування (помiченi буквою «С»). Кiнець
розв’язаних прикладiв та задач позначається символом �, але
у тих випадках, де була можливiсть «загубити» вiдповiдь се-
ред тексту, її написано в кiнцi прикладу чи задачi. У кiнцi
кожної теми подано вiдповiдi до вправ.
Значна кiлькiсть вправ для аудиторної роботи надає мо-

жливiсть викладачу методично вдало здiйснити пiдбiр зав-
дань для проведення практичних занять, самостiйних та кон-
трольних робiт, а студентам — широкi можливостi для актив-
ної самостiйної роботи.
Практикум написаний на пiдставi досвiду проведення ав-

торами практичних занять з диференцiальних рiвнянь на фа-
культетi математики та iнформатики Прикарпатського нацiо-
нального унiверситету iменi Василя Стефаника для студен-
тiв спецiальностей «Математика», «Статистика», «Прикладна
математика».
На нашу думку, пропонований практикум сприятиме ви-

робленню та вдосконаленню у студентiв практичних навичок
розв’язування та дослiдження диференцiальних рiвнянь, вмi-
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ння будувати диференцiальнi моделi рiзноманiтних явищ i
процесiв, активiзує навчальний процес при вивченнi навчаль-
ної дисциплiни «Диференцiальнi рiвняння», спонукатиме сту-
дентiв до самостiйної роботи, саморозвитку та самовдоскона-
лення.
Автори висловлюють вдячнiсть рецензентам: доктору

фiзико-математичних наук, професору Володимиру Степано-
вичу Iлькiву та кандидату фiзико-математичних наук, доцен-
ту Ганнi Петрiвнi Малицькiй за зауваження та кориснi пора-
ди, якi сприяли покращенню цього посiбника.
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Тема 1. Звичайнi диференцiальнi рiвняння та їхнi
розв’язки

Короткi теоретичнi вiдомостi

1.1. Основнi означення й поняття. Звичайним дифе-
ренцiальним рiвнянням називають спiввiдношення

F
(
x, y, y′, y′′, . . . , y(n)

)
= 0 (1.1)

мiж незалежною змiнною x, шуканою функцiєю y = y(x) цiєї
змiнної та похiдними y′, y′′, . . . , y(n). Порядок старшої похiдної
у рiвняннi (1.1) називають порядком цього рiвняння.
Диференцiальне рiвняння першого порядку у загальному

випадку записують у виглядi

F (x, y, y′) = 0, (1.2)

а рiвняння, розв’язане вiдносно похiдної, як

y′ = f(x, y). (1.3)

Часто застосовують симетричну форму звичайного дифе-
ренцiального рiвняння першого порядку

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0, (1.4)

де M(x, y), N(x, y) — заданi функцiї.
Розв’язком диференцiального рiвняння (1.2) на iнтервалi

(a, b) називають неперервно диференцiйовну на цьому iнтер-
валi функцiю y = y(x), яка перетворює рiвняння (1.2) у то-
тожнiсть, тобто F (x, y(x), y′(x)) ≡ 0. Аналогiчно означують
розв’язки диференцiальних рiвнянь (1.3) i (1.4).
Спiввiдношення Φ(x, y) = 0 називають iнтегралом рiвня-

ння (1.3) або (1.4), якщо воно неявно задає розв’язок y = y(x)
цього рiвняння. Розв’язок звичайного диференцiального рiв-
няння може бути заданий також у параметричнiй формi, тоб-
то як x = ϕ(t), y = ψ(t), де α < t < β.
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Графiк розв’язку y = y(x) звичайного диференцiального
рiвняння на площинi (x, y) називають iнтегральною кривою
цього рiвняння.
Задачу вiдшукання розв’язку y = y(x) рiвняння (1.3), який

задовольняє задану початкову умову y(x0) = y0, називають
задачею Кошi.
1.2. Складання диференцiальних рiвнянь виключе-

нням довiльних сталих. Кожне диференцiальне рiвняння
n-го порядку має, взагалi кажучи, сiм’ю розв’язкiв, яка зада-
ється формулою з n довiльними сталими.
Розв’язується й обернена задача: побудувати диференцi-

альне рiвняння за вiдомим розв’язком y = y(x,C1, C2, . . . , Cn),
який заданий спiввiдношенням

Φ(x, y, C1, C2, . . . , Cn) = 0. (1.5)

Для цього потрiбно здиференцiювати спiввiдношення (1.5) n
разiв за змiнною x, вважаючи y функцiєю аргументу x, а по-
тiм з отриманих рiвнянь i рiвняння (1.5) вилучити довiльнi
сталi C1, C2, . . . , Cn.

Рекомендована лiтература: [1, с. 7–12], [3, с. 4–8],
[9, с. 5–8], [14, с. 3–9], [23, с. 4–10], [24, с. 14–25].

Розв’язування типових вправ i задач

Приклад 1.1. Довести, що функцiя y = (1 + Cx+ lnx)−1

для кожного дiйсного числа C є розв’язком диференцiального
рiвняння xy′ + y = y2 lnx.
Розв’язання. Знайдемо похiдну заданої функцiї:

y′ =
−1

(1 + Cx+ lnx)2
·
(
C +

1

x

)
.

Пiдставляючи в рiвняння замiсть y та y′ вiдповiднi вирази,
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одержуємо, що

xy′ + y =
−(Cx+ 1)

(1 + Cx+ lnx)2
+

1

1 +Cx+ lnx
=

=
−Cx− 1 + 1 + Cx+ lnx

(1 + Cx+ lnx)2
=

lnx

(1 + Cx+ lnx)2
= y2 lnx.

Функцiя y(x) перетворює задане диференцiальне рiвняння
у тотожнiсть i, отже, є його розв’язком. �

Приклад 1.2. Перевiрити, чи параметрично задана функ-
цiя x = tet, y = e−t є розв’язком диференцiального рiвняння
(1 + xy)y′ + y2 = 0.
Розв’язання. Оскiльки

y′ =
y′t
x′t

=
−e−t

et + tet
,

то пiсля пiдстановки y′ у задане рiвняння одержуємо тото-
жнiсть

(1 + t) · −e−t

et(1 + t)
+ e−2t ≡ 0. �

Приклад 1.3. Показати, що для кожного дiйсного C спiв-
вiдношення y + arctg y

x = C є iнтегралом диференцiального
рiвняння

(
x+ x2 + y2

)
y′ − y = 0.

Розв’язання. Застосовуючи правило диференцiювання не-
явної функцiї, знаходимо похiдну y′(x):

y′ +
1

1 + (y/x)2
· y

′x− y

x2
= 0 ⇒ y′ =

y

x2 + y2 + x
.

Пiдставляючи отриманий вираз для y′ у задане рiвняння,
одержуємо тотожнiсть

(x+ x2 + y2)
y

x+ x2 + y2
− y ≡ 0. �

Приклад 1.4. Скласти диференцiальне рiвняння сiм’ї кiл
x2 + y2 = Cx.
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Розв’язання. Здиференцiювавши задане спiввiдношення за
змiнною x, одержуємо 2x + 2yy′ = C. Пiдставляючи тепер
отриманий вираз для C у рiвняння сiм’ї кривих, одержуємо
рiвняння x2 + y2 = 2(x+ yy′)x або 2xyy′ = y2 − x2. �

Приклад 1.5. Побудувати iнтегральнi кривi диференцi-
ального рiвняння y′ = x+y

|x+y| .
Розв’язання. Рiвняння визначене на всiй площинi (x, y),
крiм прямої y = −x. В областi визначення задане рiвняння
можемо записати у виглядi

y′ =
{
1, y > −x,
−1, y < −x.

Отже, маємо прямi y = x+C у пiвплощинi y > −x i прямi
y = −x+C у пiвплощинi y < −x. Iнтегральнi кривi зображено
на рис. 1.1.

x

y

O

Рис. 1.1

Вправи, рекомендованi для аудиторної роботи

Довести, що заданi функцiї є розв’язками вiдповiдних ди-
ференцiальних рiвнянь (C — довiльна стала):
А1. y = xex

x+1 ; (x2 + x)y′ = (x2 + x+ 1)y.
А2. y = eC ctg x ; y′ sinx = y ln y.
А3. y =

√
2
√
x3 − x2; 4xyy′ = 3y2 − x2.
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А4. y = x
x∫
0

sin t
t dt+ 2x; xdy − (y + x sinx)dx = 0.

А5. y = (x− 1)
x∫
0

et

t2
dt; y′ = y

x−1 + x−1
x2 e

x.

Перевiрити, чи функцiї y = y(x), заданi неявно, є iнтегра-
лами вiдповiдних диференцiальних рiвнянь:
А6. 1

2 arcsinx
2 = ln(1+ ey)−y; √

1− x4 y′+x(1+ ey) = 0.

А7. Cy(xy+1) = y+1; (y2+ y)dx+
(
xy + x+ 1

y

)
dy = 0.

А8. ey = y ln(ln x); (1− y)eyy′ − y2

x lnx = 0.
А9. y2 + x2 − xy = C; (x− 2y)dy − (2x− y)dx = 0.

А10. y ln y = x
x∫
0

sinx
x ; xy′ + x ln y = x sinx+ y ln y.

Перевiрити, чи параметрично заданi функцiї є розв’язками
вiдповiдних диференцiальних рiвнянь:

А11.
{
x = ln t+ 1

t ,
y = t− ln t;

y′(x− ln y′) = 1.

А12.
{
x = e−t cos t,
y = 1

4 e
−2t(1 + sin 2t);

4y = (y′ + x)2.

А13.
{
x = 3(ctg t+ t) + C,
y = cos3 t;

y′
2
3 + y

2
3 = 1.

Скласти диференцiальнi рiвняння сiмей кривих:
А14. y2 = 2Cx+ C2.
А15. Cy = tg(Cx).

А16. y = x

(
x∫
2

sds
ln s + C

)
+ sinx.

А17. ρ2 = a cos 2ϕ (a — параметр).
А18. y = C1 cos x

2 +C2 sinx
2.

А19. Скласти диференцiальне рiвняння сiм’ї прямих, якi
проходять через точку (3, 4).
А20. Скласти диференцiальне рiвняння сiм’ї парабол, якi

проходять через початок координат i симетричнi вiдносно осi
абсцис.
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А21. Скласти диференцiальне рiвняння сiм’ї кiл, якi до-
тикаються до прямих y = 0, x = 0 та розташованi у першiй i
третiй координатних чвертях.
Побудувати iнтегральнi кривi диференцiальних рiвнянь:
А22. y′ = xy

|xy| .

А23. y′ = x+|x|
y+|y| .

А24. y′ = sinx
| sinx| .

А25. Довести, що функцiя y = ϕ(x) є розв’язком задачi
Кошi y′ = f(x, y), y(x0) = y0 тодi i тiльки тодi, коли вона є

розв’язком iнтегрального рiвняння y(x) = y0 +
x∫

x0

f(s, y(s)) ds.

Вправи, рекомендованi для домашнього завдання
i самостiйної роботи

Перевiрити, чи заданi функцiї є розв’язками вiдповiдних
диференцiальних рiвнянь:
С1. x =

√
Cey − y − 2; (x3 + y + 1)y′ = 3x2.

С2. y = x tg(ln x); x2(dy − dx) = (x+ y)ydx.
С3. y = eCx; xy′ = y tg(ln y).
С4. y = (x+C)2

4x2 ; y = (xy′ + 2y)2.
С5. x = e−y(100 + tg y); (e−y sec2y − x)dy = dx.
С6. y = ln(x2 + C); xy′ = x2ey + 2.
С7. x = (C − cos y) sin y; (sin2 y + x ctg y)y′ = 1.
С8. x = C(e−y − 1); xy′ + 1 = ey.

С9.
{
x = 2arctg t,
y = ln(t2 + 1);

y = ln(1 + y′2).

С10.
{
x = t ln t,
y = t2(2 ln t+ 1);

y′ ln y′
4 = 4x.

С11.
{
x = t− ln t,
y = t3 − t+ C;

2y′ = x+ ln y′.

Перевiрити, чи є данi спiввiдношення iнтегралами вказа-
них диференцiальних рiвнянь:
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С12. y2 +
√
x4 + y4 = C; y(y − xy′) =

√
x4 + y4.

С13. x(ey + xy) = C; (ey + 2xy)dx+ (ey + x)xdy = 0.
С14.

√
y − x+

√
x = C; y′

√
x =

√
y − x+ 3

√
x.

С15. lnx · ln y = 1; y ln ydx+ x lnxdy = 0.
С16. xey + yex = C; (xey + ex)dy + (ey + yex)dx = 0.

С17. x3 ln y+x+y3 = 0; (1+3x2 ln y)dx+
(
3y2 + x3

y

)
dy = 0.

С18. xy2−x2+cos y = π; (y2−2x)dx+(2xy−sin y)dy = 0.

Скласти диференцiальнi рiвняння сiмей кривих:
С19. y3 = Cx3 + 1. С20. Cy3 + 2x− y2 = 0.
С21. y = Cearctg x + arctg x. С22. y = Cx2e−3/x.
С23. y = C1e

2x + C2e
−2x. С24. y = 3

√
Cx3 − 3x2.

С25. x2 − y2 = Cy3. С26. y = C1e
x +C2x.

С27. sin y = C sinx. С28. y=C1 cos x+ C2 sinx.
Скласти диференцiальнi рiвняння . . .
С29. . . . кiл довiльного радiуса з центром у точцi (1, 3).
С30. . . . логарифмiчних спiралей x2 + y2 = Cearctg

y
x .

С31. . . . кiл на площинi, якi дотикаються до осi ординат.
С32. . . . кiл на площинi, якi проходять через початок ко-

ординат.
С33. . . . кiл радiуса 1, центри яких лежать на прямiй, що

з’єднує точки (2, 5) i (−1,−4).
С34. . . . елiпсiв, центри яких збiгаються з початком коор-

динат, а осi симетрiї — з осями координат.
С35. . . . елiпсiв iз заданою фокусною вiдстанню 2C.
С36. . . . цисоїд (2C − x)y2 = x3.
С37. . . . парабол з вершиною у точцi (2,−2) та вiссю си-

метрiї, паралельною до осi ординат.
Побудувати iнтегральнi кривi диференцiальних рiвнянь:
С38. y′ = |x2−y2|

x2−y2 . С39. y′ = |2x−y|
2x−y .

С40. y′ = sgn(cos x).
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Вiдповiдi

А6. Так. А7. Нi. А8. Нi. А9. Так. А10. Нi. А11. Так. А12. Так.
А13. Нi. А14. yy′2 + 2xy′ = y. А15. xy′ − (1 + y2) arctg y = 0.
А16. y = xy′−x cosx+sinx− x3

ln x . А17. ρ
′ = −ρ tg 2ϕ. А18. xy′′−

− y′ + 4x3y = 0. А19. y′(x − 3) = y − 4. А20. 2xy′ = y.
А21. 2xy(1+ y′2) = (y−xy′)2. С1. Нi. С2. Так. С3. Нi. С4. Так.
С5. Так. С6. Нi. С7. Так. С8. Так. С9. Так. С10. Так.
С11. Нi. С12. Так. С13. Так. С14. Нi. С15. Так. С16. Так.
С17. Так. С18. Так. С19. xy2y′ = y3− 1. С20. (y2− 6x)y′ = −2y.
С21. (1+x2)y′ = y−arctgx+1. С22. x2y′ = y(2x+3). С23. y′′ = 4y.
С24. xy2y′ = y3+x2. С25. 2xy = (3x2−y2)y′. С26. (1−x)y′′+xy′−
−y = 0. С27. y′ = tg y ctg x. С28. y′′+y = 0. С29. (y−3)y′+x−1 =

= 0. С30. y′(2y−x)+2x+y = 0. С31.
(
xy′′−(1+y′2)y′

)2
=

(
1+y′2

)3.
С32. (x2+y2)y′′−2(1+y′2)(xy′−y) = 0. С33. (y′2+1)(y−3x+1)2 =

= (1+3y′)2. С34. y′′− y′

x + y′2

y = 0. С35. xyy′+(x2−y2−C2)y′−xy =

= 0. С36. 2x3y′ = y3 + 3x2y. С37. 4y′(x− 2) = 2y.


