
Мiнiстерство освiти i науки України

Прикарпатський нацiональний унiверситет iменi Василя Стефаника

Вiктор МАЗУРЕНКО

МЕТОДИ ОПТИМIЗАЦIЇ ТА

ДОСЛIДЖЕННЯ ОПЕРАЦIЙ

ЧАСТИНА 1

ЛIНIЙНЕ I ДИСКРЕТНЕ ПРОГРАМУВАННЯ

Iвано-Франкiвськ

2023



УДК 519.8:519.176

ББК 22.18

M13

Рекомендовано Вченою радою факультету математики та iнформатики Прикарпат-
ського нацiонального унiверситету iменi Василя Стефаника як навчальний посiбник для
здобувачiв вищої освiти за спецiальнiстю «Прикладна математика» (протокол № 10 вiд
21.11.2023 р.)

Рецензенти: Соломко А.В., кандидат фiзико-математичних наук, доцент кафедри

математичного i функцiонального аналiзу Прикарпатського нацiональ-

ного унiверситету iменi Василя Стефаника.

Дмитришин М.I., доктор фiзико-математичних наук, завiдувач кафе-

дри диференцiальних рiвнянь i прикладної математики Прикарпатсько-

го нацiонального унiверситету iменi Василя Стефаника.

М13 Мазуренко В. В.

Методи оптимiзацiї та дослiдження операцiй. Ч. 1. Лiнiйне i дискретне програмува-

ння: Навч. посiб. – Iв.-Фр.: Ел. вид. ПНУ, 2023. – 306 c.

У першiй частинi посiбника викладенi основнi методи лiнiйного i дискретного про-

грамування в теорiї оптимiзацiї. Розглянутi спецiальнi моделi дослiдження операцiй: па-

раметричнi, транспортнi, мережевi. Теоретичний матерiал супроводжується численними

прикладами з їх детальним розв’язуванням.

Для здобувачiв вищої освiти за спецiальнiстю «Прикладна математика». Буде кори-

сним при викладаннi навчальних дисциплiн «Теорiя оптимiзацiї», «Дослiдження опера-

цiй», «Математичне програмування», «Математичне моделювання» тощо.

УДК 519.8:519.176

ББК 22.18

c© Вiктор МАЗУРЕНКО, 2023.



Змiст

ВСТУП . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1 МЕТОДИ ЛIНIЙНОГО ПРОГРАМУВАННЯ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.1. СЛАР: метод Жордана–Гауса . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.2. Основнi форми запису ЗЛП . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.3. Стандартна ЗЛП: графiчний метод . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

1.4. Канонiчна ЗЛП: симплекс–метод . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

1.5. Основна ЗЛП: метод штучного базису . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

1.6. Канонiчна ЗЛП: модифiкований симплекс–метод . . . . . . . . . . . . . . . . 71

1.7. Псевдоканонiчна ЗЛП: двоїстий симплекс–метод . . . . . . . . . . . . . . . . 85

2 МЕТОДИ ДИСКРЕТНОГО ПРОГРАМУВАННЯ . . . . . . . . . . . . 105

2.1. Цiлочислова ЗЛП: графiчний метод. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

2.2. Цiлочислова ЗЛП: метод вiдтинань Ґоморi. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

2.3. Дискретна ЗЛП: метод Дальтона–Ллевелiна . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

2.4. Дискретна ЗЛП: метод гiлок i меж. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143

2.5. Бiнарна ЗЛП: адитивний метод Балаша . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163

3 СПЕЦIАЛЬНI ОПТИМIЗАЦIЙНI МОДЕЛI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169

3.1. Задачi параметричного програмування . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171

3.2. Транспортнi задачi за критерiєм вартостi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189

3.3. Транспортнi задачi за критерiєм часу та iншi моделi . . . . . . . . . . . . 228

3.4. Задачi оптимiзацiї на графах i мережах. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 258

3.5. Задачi про оптимальнi призначення та комiвояжера . . . . . . . . . . . . . 291

СПИСОК ЛIТЕРАТУРИ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 303



ВСТУП

"... у свiтi не вiдбувається нiчого,

у чому не було б видно сенс якогось

максимуму чи мiнiмуму ..."

Леонард Эйлер

З проблемами вибору найкращої у деякому сенсi або, як кажуть, оптимальної

серед декiлькох альтернативних варiантiв поведiнки (чи прийняття рiшень)

стикаємось у рiзних сферах людської дiяльностi (на виробництвi, у сiльсько-

му господарствi, економiцi, транспортi, вiйськовiй справi, технiцi, механiцi,

iнформатицi, природознавствi тощо). Задачi такого характеру називають за-

дачами оптимiзацiї (також задачами прийняття рiшень, задачами оптималь-

ного керування). Слово оптимальний походить вiд латинського optimus, що у

перекладi означає найкращий, досконалий. Суть оптимiзацiйних задач зводи-

ться до вiдшукання максимуму чи мiнiмуму (лат. maximum i minimum озна-

чають вiдповiдно найбiльше i найменше) деяких величин. Обидва цi поняття

поєднуються термiном екстремум (лат. extremum означає крайнє). Саме тому

задачi такого типу називають ще екстремальними задачами.

Для прийняття бiльшостi рiшень на побутовому рiвнi науковий пiдхiд,

очевидно, не є вкрай необхiдний, тут людинi достатньо керуватися власним

життєвим досвiдом i здоровим глуздом. Однак для прийняття вiдповiдаль-

них рiшень, коли цiна помилки може виявитись надто високою, наукове об-

ґрунтування для планування дiяльностi i прийняття рiшень стає не тiльки

бажаним, але й вкрай необхiдним. Можливо тому в роки Другої свiтової вiй-

ни дослiдження у сферi прийняття рiшень оформилися в окремий науковий

напрямок, що отримав назву “дослiдження операцiй”. Першi публiкацiї з цiєї

тематики з’явилися у 1939-40 рр. i були присвяченi окремим задачам аналiзу i

дослiдження вiйськових операцiй (звiдси й назва напрямку). У повоєннi роки

принципи та методи дослiдження операцiй почали використовувати у сферi

промислово-фiнансового керування. Зi зростанням масштабiв виробництва,

розвитком методiв i форм органiзацiї керування економiчними системами роз-

ширювалися також масштаби операцiйних дослiджень та коло вирiшуваних



Вступ 5

проблем. Нинi дослiдження операцiй – це комплексна математична дисци-

плiна, що займається розробкою i застосуванням методiв прийняття опти-

мальних рiшень на основi побудови i аналiзу математичних моделей в рiзних

сферах людської дiяльностi. Пiд операцiєю слiд розумiти систему керованих

дiй, поєднаних спiльним задумом i спрямованих на досягнення певної мети.

Головним методологiчним принципом дослiдження операцiй є системний

пiдхiд до вирiшення поставленої проблеми, який полягає в тому, що будь-

яка розв’язувана задача має розглядатися з точки зору її впливу на критерiй

функцiонування системи в цiлому. Ще однiєю важливою особливiстю дослi-

дження операцiй є принцип оптимальностi, тобто прагнення вiдшукати опти-

мальний розв’язок поставленої задачi. Однак часто на практицi знайти такий

розв’язок неможливо з декiлькох причин: через неадекватнiсть чи надмiрну

складнiсть математичної моделi, через вiдсутнiсть методiв, через обмеженiсть

наявних ресурсiв (н-д, машинного часу ЕОМ) тощо. В такiй ситуацiї обмежу-

ються пошуком не оптимальних, а достатньо “хороших” з погляду практики

розв’язкiв, тобто доводиться шукати компромiс мiж ефективнiстю прийнятих

рiшень та затратами на їх пошук. Мабуть, тому один iз засновникiв дослi-

дження операцiй Т. Саатi визначив цю науку як “мистецтво давати поганi

вiдповiдi на такi практичнi запитання, на якi iншi методи дають ще гiршi

вiдповiдi” [3].

Кiнцевi результати операцiйних дослiджень повиннi бути продуктом ко-

лективної роботи, коли замовники дослiджень i аналiтики працюють плiч-о-

плiч. Вiдтак, для проведення того чи iншого операцiйного дослiдження на

практицi, як правило, створюється аналiтична група, до складу якої входять

фахiвцi з рiзних галузей знань (iнженери, математики, економiсти, психологи

тощо) i завданням якої є комплексне дослiдження поставленої проблеми з ви-

користанням для цього iдей та методiв рiзних наук. Загалом належним чином

проведене операцiйне дослiдження повинно включати такi основнi етапи:

1. Постановка проблеми i розробка концептуальної моделi. Цей етап опера-

цiйного дослiдженння є надзвичайно важливим i вiдповiдальним. Недарем-

но кажуть, що правильно поставити проблему – це наполовину її вирiшити.

Найперше мету i задачу дослiдження формулює замовник. Далi аналiтична

група детально обстежує вiдповiдну систему (об’єкт дослiдження) i в резуль-

татi неодноразових консультацiй iз замовником виконує змiстовну постановку
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