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4 Передмова

Передмова

Моделювання — це потужний унiверсальний метод до-
слiдження й оцiнювання ефективностi рiзноманiтних систем.
Пiд математичним моделюванням розумiють процес створен-
ня для заданого реального об’єкта деякої математичної моде-
лi, якою може бути як система рiвнянь, так i комп’ютерна про-
грама. Математичне моделювання широко використовують у
рiзноманiтних галузях i роздiлах сучасної науки й технiки.

Метою пропонованого практикуму з математичного моде-
лювання є ознайомлення студентiв iз розв’язуванням задач з
рiзноманiтних методiв математичного моделювання.

Практикум мiстить десять тем. До кожної теми наведе-
но короткi теоретичнi вiдомостi, рекомендовану лiтературу,
розв’язанi типовi задачi, запропонованi вправи для аудиторної
i самостiйної роботи. Кiнець розв’язаних прикладiв познача-
ється символом �, проте у тих випадках, де була можливiсть
«загубити» вiдповiдь серед тексту, її написано в кiнцi прикла-
ду.

Практикум написаний на основi досвiду проведення авто-
ром практичних занять з математичного моделювання на фа-
культетi математики та iнформатики Прикарпатського нацiо-
нального унiверситету iменi Василя Стефаника для студентiв
спецiальностей «Математика» i «Прикладна математика».
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Тема 1. Диференцiальнi моделi

Короткi теоретичнi вiдомостi

Диференцiальними називають моделi, якi задаються з до-
помогою диференцiальних рiвнянь. Найпоширенiший метод
побудови диференцiальних рiвнянь полягає у використаннi
фундаментальних законiв природи у конкретнiй ситуацiї, та-
ких як другий закон Ньютона, закон розчинення речовини,
закон Гука та iншi.

Можна рекомендувати дотримуватись такої послiдовностi
дiй при складаннi i дослiдженнi диференцiальних моделей:

1) встановити величини, якi змiнюються у заданому явищi
чи процесi, i виявити закони (формули) вiдповiдної науки, якi
цi величини пов’язують;

2) вибрати незалежнi змiннi i функцiї цих змiнних, якi по-
трiбно знайти;

3) виходячи з вiдомих даних, визначити початковi, крайовi
або iншi умови, якi накладаються на шуканi функцiї;

4) виразити всi величини через незалежнi змiннi, шуканi
функцiї та їхнi похiднi або прирости незалежних змiнних i
функцiй;

5) виходячи з закону, який описує задане явище, або отри-
маної залежностi, скласти диференцiальне рiвняння чи систе-
му таких рiвнянь;

6) зiнтегрувати одержанi диференцiальнi рiвняння;
7) якщо заданi початковi чи iншi умови, то знайти частин-

ний розв’язок, який цi умови задовольняє;
8) за необхiдностi здiйснити дослiдження одержаного

розв’язку.

Рекомендована лiтература: [1, с.9–64], [9, с.23–46], [11,
с. 15–226], [13, с. 11–92].
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Розв’язування типових вправ i задач

Приклад 1.1. З деякої висоти вертикально вниз кинуто
тiло масою m. Знайти закон змiни швидкостi v падiння цього
тiла вiд часу t, якщо на нього дiє сила ваги i гальмiвна сила
опору повiтря, пропорцiйна квадрату швидкостi тiла. Визна-
чити максимальну можливу швидкiсть падiння тiла.
Розв’язання. З другого закону Ньютона

m
dv

dt
= F.

Сила F складається з двох сил: сили ваги F1 = mg i сили
опору повiтря F2 = −kv2. Тодi

m
dv

dt
= mg − kv2.

Вiдокремлюємо змiннi i iнтегруємо рiвняння:

mdv

mg − kv2
= dt ⇒ −m

k

∫
dv

v2 − mg
k

= t+ C ⇒

−1

2

√
m

kg
ln

∣∣∣∣∣∣
v −

√
mg
k

v +
√

mg
k

∣∣∣∣∣∣ = t+ C ⇒

ln

∣∣∣∣∣∣
v −

√
mg
k

v +
√

mg
k

∣∣∣∣∣∣ = −2

√
kg

m
(t+ C) ⇒

v −
√

mg
k

v +
√

mg
k

= Ce
−2

√
kg
m

t ⇒

v =

√
mg
k

(
1 + Ce

−2
√

kg
m

t
)

1− Ce
−2

√
kg
m

t
. (1.1)



1. Диференцiальнi моделi 7

Якщо початкова швидкiсть дорiвнює v0, то

C =
v0 −

√
mg
k

v0 +
√

mg
k

,

зокрема, якщо v0 = 0, то C = −1.
Для того щоб знайти максимальну можливу швидкiсть па-

дiння тiла, перейдемо в (1.1) до границi при t → +∞. Тодi
vmax =

√
mg
k . Можна й iншим способом отримати цю швид-

кiсть: з рiвностi F = 0 маємоmg = kv2, звiдки vmax =
√

mg
k . �

Приклад 1.2. У лекцiйнiй аудиторiї об’ємом 200 м3 по-
вiтря пiсля лекцiї мiстить 0,1 % вуглекислоти. Кондицiонер
подає свiже повiтря, що мiстить 0,04 % вуглекислого газу, в
кiлькостi a м3/хв. Припустивши, що змiшування чистого по-
вiтря з забрудненим вiдбувається миттєво, обчислити, якою
має бути величина a, щоб пiсля 10 хвилин перерви вмiст ву-
глекислого газу в аудиторiї не перевищував 0,06 %.
Розв’язання. Позначимо вмiст вуглекислого газу (в %) у по-
вiтрi в момент часу t через y(t). Розглянемо деякий промiжок
часу Δt i знайдемо змiну концентрацiї вуглекислого газу в
аудиторiї за цей промiжок, вважаючи, що процес є рiвномiр-
ним. За цей час кондицiонер подає 0,0004aΔt м3 вуглекислого
газу, а виходить його з примiщення назовнi через шпарини
0,01y(t+α)aΔt м3. Отже, за Δt хвилин кiлькiсть вуглекисло-
ти в повiтрi змiнюється на 0,0004aΔt − 0,01y(t + α)aΔt м3. З
iншого боку, (y(t +Δt)− y(t))0,01 · 200 – це прирiст вуглеки-
слоти в примiщеннi. Отже,

(y(t+Δt)− y(t))0,01 · 200 = (0,0004 − 0,01y(t+ α))aΔt ⇒
200dy = (0,04− y)a dt.

Таким чином, одержали рiвняння з вiдокремлюваними змiн-
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ними. Зiнтегруємо його:

200
dy

0,04− y
= a dt ⇒ y = 0,04 + Ce−

at
200 .

Оскiльки y(0) = 0,1, то C = 0,06 i

y = 0,04 + 0,06e−
at
200 .

Внаслiдок умови y(10) = 0,06 маємо:

0,06 = 0,04 + 0,06e−
10a
200 ⇒ a = 20 ln 3 ≈ 22 м3/хв. �

Приклад 1.3. У днi вертикальної цилiндричної посудини
висоти H i радiуса основи R, заповненої водою, утворився не-
великий отвiр площi S (рис. 1.1). Через який час через отвiр
витече вся вода, якщо чверть води витiкає через t1 с.

R

H

h

1.1

Розв’язання. Якщо б витiкан-
ня води вiдбувалось рiвномiрно,
то вся вода витекла б з посуди-
ни за 4t1 с. Однак дослiди показу-
ють, що зi зменшенням рiвня во-
ди у посудинi швидкiсть витiка-
ння води зменшується. Тому по-
трiбно врахувати залежнiсть мiж
швидкiстю витiкання v i висотою
h стовпа води над отвором. Згi-
дно iз законом Торрiчеллi

v = μ
√

2gh,

де g — прискорення вiльного па-
дiння (g = 9,8 м/с2), μ — коефiцi-
єнт, залежний вiд в’язкостi рiдини та форми отвору (для води
у випадку круглого отвору μ = 0,6).

Розглянемо дослiджуваний процес на вiдрiзку [t; t + Δt].
Нехай у момент часу t висота води над отвором становила h,
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а через Δt с вона зменшилась i стала h + Δh, де Δh — при-
рiст висоти (очевидно, Δh < 0). Тодi об’єм води, який витiк з
посудини, дорiвнює об’єму вiдповiдного цилiндра, тобто

ΔV = −πR2Δh.

Припустимо, що вода з посудини виливається у виглядi
цилiндричного струменя, площа основи якого S, а висота до-
рiвнює шляху, який пройшла вода за промiжок часу [t; t+Δt].
На початку i наприкiнцi цього вiдрiзку швидкiсть витiкан-
ня води згiдно iз законом Торрiчеллi дорiвнювала μ

√
2gh i

μ
√

2g(h +Δh) вiдповiдно. Якщо Δt досить мале, то Δh(t) та-
кож мале i отриманi вирази для швидкостi майже однаковi.
Тому шлях, пройдений водою за промiжок часу [t; t+Δt], ви-
ражається формулою

(
μ
√
2gh + α(Δt)

)
Δt, де lim

Δt→0
α(Δt) = 0.

Отже, об’єм рiдини, яка виллється за промiжок часу [t; t+Δt],
можемо знайти за формулою

ΔV =
(
μ
√

2gh+ α(Δt)
)
SΔt.

Прирiвнюючи два вирази для об’єму рiдини, яка вилилась
з посудини за промiжок часу [t; t+Δt], одержуємо рiвняння

− πR2Δh =
(
μ
√

2gh+ α(Δt)
)
SΔt. (1.2)

Подiлимо обидвi частини (1.2) на Δt i перейдемо до грани-
цi при Δt → 0. Оскiльки lim

Δt→0
α(Δt) = 0, а lim

Δt→0

Δh(t)
Δt = h′(t),

то одержуємо диференцiальне рiвняння першого порядку

− πR2h′(t) = μ
√

2gh S. (1.3)

Отримати рiвняння (1.3) можна й iнакше. Дослiджуючи
процес протягом нескiнченно малого промiжку часу dt, при-
пустимо, що за цей промiжок швидкiсть витiкання води є
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незмiнною. Тодi замiсть наближеного рiвняння (1.2) вiдразу
одержуємо рiвняння

− πR2dh = μ
√

2gh Sdt, (1.4)

яке, очевидно, є просто iншою формою запису рiвняння (1.3).
Рiвняння (1.4) — рiвняння з вiдокремлюваними змiнними.

Зiнтегруємо його:

dt =
−πR2

√
2gμS

dh√
h

⇒ t =
−√

2πR2

√
gμS

√
h+ C ⇒

t = C −A
√
h, (1.5)

де стала A =
√
2πR2√
gμS залежить вiд розмiрiв i форми отвору,

в’язкостi рiдини та деяких iнших фiзичних параметрiв, а ста-
ла C є довiльною (це стала iнтегрування). Знайдемо цi сталi.

За умовою задачi h(0) = H (на початку вiдлiку висота
стовпа води дорiвнювала H). Пiдставляючи у (1.5) t = 0 i
h = H, знаходимо сталу C = A

√
H.

Сталу A знайдемо з умови задачi h(t1) = 3
4H. Звiдси

t1 = A
√
H −A

√
3H

4
⇒ A = (4 + 2

√
3)

t1√
H

.

Пiдставляючи знайденi значення сталих A i C у формулу
(1.5), одержуємо закон змiни часу витiкання вiд висоти стовпа
води:

t = (4 + 2
√
3)

√
H −√

h√
H

t1. (1.6)

З (1.6) знаходимо час T повного витiкання рiдини з посу-
дини:

h(T ) = 0 ⇒ T = (4 + 2
√
3) t1.

Зауважимо, що знайдене значення T приблизно у 1,9 разу
бiльше вiд значення 4t1, одержаного у припущеннi, що рiдина
з посудини витiкає рiвномiрно. �


