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ПЕРЕДМОВА

Диференцiальнi рiвняння й методи дослiдження їх розв’яз-
кiв широко використовуються у рiзноманiтних галузях i роздi-
лах сучасної науки й технiки. Саме тому навчальна дисциплiна
«Диференцiальнi рiвняння» займає чiльне мiсце у пiдготовцi
спецiалiстiв з iнформатики, математики, прикладної матема-
тики тощо.

Пропонований посiбник охоплює основну частину унiвер-
ситетської програми з диференцiальних рiвнянь для студентiв
напрямiв пiдготовки «iнформатика», «прикладна математика»,
але може бути використаний також для студентiв iнженерно-
технiчних вищих навчальних закладiв.

Метою посiбника є ознайомлення студентiв з основними по-
няттями, твердженнями, методами та застосуваннями теорiї
диференцiальних рiвнянь, сприяння глибокому засвоєнню те-
оретичного матерiалу за допомогою розв’язаних прикладiв i
задач рiзного рiвня складностi, пiдготовка їх до самостiйної
роботи з науковою лiтературою.

Посiбник має вигляд курсу з 24 лекцiй, якi умовно можна
подiлити на 5 роздiлiв: «звичайнi диференцiальнi рiвняння пер-
шого порядку», «звичайнi диференцiальнi рiвняння вищих по-
рядкiв», «системи звичайних диференцiальних рiвнянь», «рiв-
няння з частинними похiдними першого порядку», «основи те-
орiї стiйкостi».

Те, що авторами названо «лекцiями», можна вважати ни-
ми умовно – передовсiм через обсяг, який не завжди вiдповiдає
двом академiчним годинам, а також через нерiвномiрно розпо-
дiлений матерiал. Насправдi, термiн «лекцiя» – це радше пев-
ний тематично об’єднаний матерiал, який може бути основою
для справжньої лекцiї та вiдповiдного практичного заняття.

Важливi поняття, теореми, методи iлюструються приклада-
ми. Кiнець розв’язаних прикладiв та задач позначається сим-
волом �, але у тих випадках, де була можливiсть «загубити»
вiдповiдь серед тексту, її написано в кiнцi прикладу чи задачi.

Знак � означає кiнець доведення теореми.
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Кожна лекцiя супроводжується питаннями для контролю
та самоконтролю засвоєння матерiалу та вправами, якi можуть
бути основою для проведення практичних занять з певної те-
ми (у поєднаннi з iншими збiрниками). Посiбник може викори-
стовуватись i як довiдник, чому сприяє детальний предметний
покажчик.

У додатках до роздiлiв для майже всiх розв’язаних у вiдпо-
вiдних темах прикладiв наводяться їх розв’язання за допомо-
гою пакета символьних обчислень Maple. З основами роботи з
ним читач може ознайомитись у додатку 6.

У списку лiтератури читач знайде перелiк лiтературних
джерел, у яких питання, висвiтленi у цьому посiбнику, викла-
денi по-iншому або бiльш повно.

Всi слова та числа, видiленi червоним кольором, працюють
як гiперпосилання. При клацаннi на них лiвою кнопкою мишки
вiдбувається перехiд на ту частину сторiнки, де розмiщена вiд-
повiдна iнформацiя. Нагадуємо, що для повернення до попе-
редньої сторiнки пiсля користування гiперпосиланням слiд за-
стосовувати стандартну для програми, якою Ви користуєтесь,
комбiнацiю клавiш. У бiльшостi програм такою комбiнацiєю
клавiш є Alt-← (стрiлка влiво). Весь змiст продубльовано у
закладках, що дозволяє швидко переходити до потрiбного роз-
дiлу, лекцiї чи її пункту. Дерево закладок розкривається при
клацаннi мишкою на значцi +.

Сподiваємось, що цей електронний посiбник допоможе сту-
дентам в оволодiннi важливими роздiлами сучасної математи-
ки, а також буде корисним для викладачiв пiд час роботи зi
студентами.
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Роздiл 1.
ЗВИЧАЙНI ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI

РIВНЯННЯ ПЕРШОГО ПОРЯДКУ

Лекцiя 1. Поняття про диференцiальнi рiвняння
та диференцiальнi моделi

План

1. Диференцiальнi рiвняння та математичне моделювання.
2. Основнi означення й поняття.
3. Складання диференцiальних рiвнянь виключенням до-

вiльних сталих.

1. Диференцiальнi рiвняння та математичне моде-
лювання. Дослiджуючи рiзноманiтнi фiзичнi явища, техноло-
гiчнi процеси у багатьох галузях науки i технiки, деякi процеси,
якi виникають в економiцi, екологiї та iнших соцiальних нау-
ках, не завжди вдається безпосередньо простежити залежнiсть
мiж величинами, що описують певний процес чи явище. Однак
у багатьох випадках можна виявити функцiональну залежнiсть
мiж визначальними характеристиками процесу (функцiями),
швидкостями їх змiни й часом, тобто знайти рiвняння, якi мi-
стять шуканi функцiї та/або їх похiднi. Такi рiвняння нази-
вають диференцiальними, а знаходження невiдомої функцiї
(розв’язку) – iнтегруванням диференцiального рiвняння.

Диференцiальне рiвняння, одержане у процесi дослiджен-
ня деякого реального явища або процесу, називають дифе-
ренцiальною моделлю цього явища, процесу. Диференцiаль-
нi моделi називають ще динамiчними математичними
моделями. У таких моделях, крiм шуканих залежних вели-
чин, мiстяться також похiднi шуканих залежностей, напри-
клад, швидкостi, прискорення та iн.

Диференцiальнi моделi допомагають зрозумiти дослiджу-
ванi явища i процеси, дають можливiсть встановити якiснi та
кiлькiснi характеристики їх станiв, з їх використанням можна
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описати механiзм розвитку процесу, а також передбачити його
подальший розвиток без натуральних експериментiв, проведе-
ння яких часто є надто дорогим або просто неможливим.

Диференцiальнi моделi є важливою складовою математи-
чного моделювання, яке включає в себе не тiльки побудову
i дослiдження математичних моделей, але й створення обчи-
слювальних алгоритмiв i програм, що реалiзують цi моделi на
електронно-обчислювальних машинах.

У процесi побудови диференцiальних моделей важливе зна-
чення має знання законiв тiєї областi науки, з якою пов’язана
природа задачi, що вивчається. Наприклад, у механiцi це мо-
же бути другий закон Ньютона1) (F = ma, де m – маса тiла,
a – прискорення руху, F – сума сил, що дiють на тiло); у еле-
ктротехнiцi – закон Кiрхгофа (алгебрична сума сил струмiв,
якi протiкають у певнiй точцi електричного кола, дорiвнює ну-
лю); у хiмiї – закон розчинення речовини (швидкiсть розчине-
ння пропорцiйна наявнiй кiлькостi нерозчиненої речовини та
рiзницi концентрацiй насиченого розчину i розчину у певний
момент часу) тощо.

Питання про вiдповiднiсть математичної моделi й реально-
го явища вивчається на основi аналiзу результатiв дослiду та
їх порiвняння з поведiнкою розв’язку одержаного диференцi-
ального рiвняння.2)

Розглянемо декiлька прикладних задач, якi приводять до
звичайних диференцiальних рiвнянь.

Задача 1. Знайти закон зростання iнформацiйних пото-
кiв у науцi (зростання кiлькостi наукових публiкацiй), якщо
вiдомо, що швидкiсть зростання прямо пропорцiйна досягну-
тому рiвню кiлькостi публiкацiй. Визначити, за який час
кiлькiсть публiкацiй подвоїться порiвняно з початковою кiль-
кiстю, якщо вiдносна швидкiсть зростання складає 7%.

1)Бiблiографiчнi данi про вчених, прiзвища яких зустрiчаються у посi-
бнику, можна знайти на стор. 341.

2)Детальнiше про диференцiальнi моделi та методику їх складання йти-
меться на лекцiї 9.
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Розв’язання. Нехай y(t) – кiлькiсть публiкацiй у момент часу
t, y0 – початкова кiлькiсть публiкацiй, тобто y(0) = y0. Швид-
кiсть зростання iнформацiйних потокiв як швидкiсть змiни
функцiї є похiдною цiєї функцiї. Отже, закон зростання iнфор-
мацiйних потокiв можна записати у виглядi диференцiального
рiвняння

y′(t) = k y(t), (1.1)

де k > 0 – коефiцiєнт пропорцiйностi, що характеризує вiдгуки
на публiкацiї у певнiй галузi знань.

Диференцiальне рiвняння (1.1) разом з умовою y(0) = y0
є математичною моделлю зростання iнформацiйних потокiв.
Розв’яжемо це рiвняння, враховуючи, що y′(t) = dy

dt :

dy

dt
− ky = 0 ⇒ dy

y
− kdt = 0 ⇒

d (ln y − kt) = 0 ⇒ ln y − kt = C1 ⇒ y = eC1+kt,

де C1 – довiльна стала. Якщо перепозначити eC1 через C, то
y(t) = Cekt. Оскiльки y(0) = y0, то C = y0, тобто шуканий
закон зростання iнформацiйних потокiв у науцi визначається
формулою

y(t) = y0e
kt. (1.2)

Знайдемо тепер час T , за який потiк наукової iнформацiї у
порiвняннi з початковою кiлькiстю збiльшиться вдвiчi. За умо-
вою задачi вiдносна швидкiсть y′/y зростання iнформацiйних
потокiв складає 7%, а тому k = 0, 07. Оскiльки y(T ) = 2y0, то

y(T ) = y0e
kT = 2y0 ⇒ T =

ln 2

0, 07
≈ 10рокiв. �

Вiдзначимо, що через стримуючi фактори, пов’язанi з рiз-
кими змiнами зовнiшнiх умов, експоненцiальний характер зро-
стання потоку наукової iнформацiї зберiгатися не може. Зро-
стання рiвня обмежується певним його значенням i механiзм
зростання кiлькостi публiкацiй виражатиметься диференцiаль-
ним рiвнянням

y′ = ky(M − y),
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де k > 0, 0 < y < M . Розв’яжемо це рiвняння. Маємо

dy

y(M − y) = kdt ⇒ 1

M

(
1

y
+

1

M − y
)
dy − kdt = 0 ⇒

d
(
ln y − ln(M − y)− kMt

)
= 0 ⇒

ln
y

M − y = kMt+ C1 ⇒ y =
MeMkt+C1

1 + eMkt+C1
⇒

y =
M

1 + Ce−Mkt
,

де, враховуючи довiльнiсть сталої C1, перепозначено e−C1 че-
рез C. Надалi у такiй ситуацiї використовуватимемо знак :=,
наприклад, C := e−C1 .

Криву, визначену останнiм рiвнянням, називають логiсти-
чною кривою. У початковi моменти часу, коли y значно менше
M , логiстична крива практично збiгається з графiком показни-
кової функцiї y = MeMkt. Прямi y = M i y = 0 є асимптотами
логiстичної кривої (на рис. 1.1 побудована логiстична крива
при M = 4C = 8k).

t

y

O

M

Рис. 1.1

Закон зростання iнформацiйних потокiв, визначений фор-
мулою (1.2), є доволi унiверсальним. Ним можна скористатися
для опису процесiв радiоактивного розпаду, хiмiчних реакцiй,
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для розв’язування багатьох задач екологiї, задачi про ефектив-
нiсть реклами тощо [5, 8, 14, 17]. У банкiвськiй справi нарахува-
ння заборгованостi за кредитом або доходiв за вкладами також
вiдбувається вiдповiдно до цього закону, але у цих випадках час
вiдраховується не неперервно, а через дискретнi промiжки.

Задача 2. Човен сповiльнює свiй рух пiд дiєю опору во-
ди, який пропорцiйний квадрату швидкостi човна. Початкова
швидкiсть човна 3 м/с, а його швидкiсть через 4 c складає
1 м/с. Через який час швидкiсть човна зменшиться до 1 см/с.
Розв’язання. Згiдно з другим законом Ньютона ma = F , де
m – маса човна, a = dv

dt – його прискорення (похiдна швидкостi
v(t) за часом t), F – сила опору води. За умовою задачi F = kv2.
Отже, маємо таке диференцiальне рiвняння:

m
dv

dt
= kv2. (1.3)

З (1.3) одержуємо:

dv

v2
=

k

m
dt ⇒ d

(
−1

v
− k

m
t

)
= 0 ⇒

− 1

v
− k

m
t = C ⇒ v =

−m
kt+ Cm

.

З умови v(0) = 3 знаходимо C = −1/3, а тому

v(t) =
3m

m− 3kt
. (1.4)

З (1.4), враховуючи, що v(4) = 1, одержуємо, що 3m
m−12k = 1,

m
k = −6, а отже,

v(t) =
3m

m− 3kt
=

3mk
m
k − 3t

=
3(−6)
−6− 3t

⇒

v(t) =
6

t+ 2
. (1.5)

Якщо тепер в (1.5) пiдставити t = T (T – шуканий час), а
також v = 0,01, то звiдси знаходимо T = 598 с. �
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Задача 3. Визначити форму дзеркала, яке спрямований на
нього потiк паралельних променiв збирає в одну точку.
Розв’язання. Зробимо перерiз дзеркала площиною Oxy, щоб
точка, в яку збираються променi (фокус), була початком коор-
динат, а вiсь Ox – паралельною до променiв, якi падають на
дзеркало. У перерiзi одержуємо деяку криву y = f(x) (рис. 1.2).

α

�

x

y

OA B

M

y

α

α

y = f(x)

Рис. 1.2

Використаємо закон геометричної оптики, згiдно з яким кут
падiння променя дорiвнює куту його вiдбиття (цей кут позна-
чено через α). Нехай M(x, y) – довiльна точка кривої y = f(x).
Проведемо у цiй точцi дотичну MA. Трикутник MOA рiвно-
бедрений. Не втрачаючи загальностi, вважатимемо, що y > 0.
Оскiльки y′ = tg α (геометричний змiст похiдної), то одержує-
мо

y′ = tgα =
MB

AB
=

y√
x2 + y2 + x

або, домножуючи чисельник i знаменник дробу на
√
x2 + y2−x,

y′ =
1

y

(√
x2 + y2 − x

)
. (1.6)

Диференцiальне рiвняння (1.6) є диференцiальною моделлю
задачi. Воно описує форму перерiзу дзеркала площиною Oxy.
З (1.6) одержуємо:

x+ yy′√
x2 + y2

= 1 ⇒ d

dx

(√
x2 + y2

)
= 1 ⇒√

x2 + y2 = x+ C,
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де C – довiльна стала. Отже, маємо рiвняння осьового пере-
рiзу дзеркала площиною Oxy: y2 = 2Cx+C2. Одержали сiм’ю
парабол з вершинами у точках (−C/2; 0), а тому поверхня дзер-
кала як поверхня обертання осьового перерiзу навколо осi Ox
має вигляд y2 + z2 = 2Cx+ C2, тобто шуканi форми дзеркала
описуються сiм’єю рiвнянь параболоїдiв обертання. �

2. Основнi означення й поняття. Звичайним дифе-
ренцiальним рiвнянням називають спiввiдношення

F
(
x, y, y′, y′′, . . . , y(n)

)
= 0 (1.7)

мiж незалежною змiнною x, шуканою функцiєю y = y(x) цiєї
змiнної i похiдними y′, y′′, . . . , y(n).

Позначення, використанi у наведеному означеннi, не є сут-
тєвими: незалежна змiнна може позначатися через t, шукана
функцiя – через s, f , ϕ, F тощо.
Порядком звичайного диференцiального рiвняння назива-

ють порядок найвищої похiдної невiдомої функцiї, яка входить
у рiвняння. У рiвняннi n-го порядку (1.7) вважається, що по-
хiдна n-го порядку шуканої функцiї справдi входить у це рiв-
няння, тодi як наявнiсть решти аргументiв необов’язкова.

Наведемо приклади звичайних диференцiальних рiвнянь:

y = xy′ + y′3, y′ + |y′| = 0, y′′ + y = cos x,

yIV − 4y′′′ + 5y′′ − 2y′ + y = xex, y(10) = x.

Першi два з наведених рiвнянь мають перший порядок, тре-
тє рiвняння – другий порядок, четверте рiвняння – четвертий
порядок, п’яте – десятий порядок.

Якщо диференцiальне рiвняння мiстить частиннi похiднi
невiдомої функцiї вiд кiлькох незалежних змiнних, то його на-
зивають рiвнянням з частинними похiдними. Наведемо
приклади таких рiвнянь:

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0,

∂u

∂t
= a2

∂2u

∂x2
,
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∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2
,

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
= f(x, y, z).

Надалi, крiм лекцiй 21 i 22, розглядатимемо тiльки звичайнi
диференцiальнi рiвняння, причому завжди незалежну змiнну i
шукану функцiю вважатимемо дiйсними.
Розв’язком рiвняння (1.7) на деякому iнтервалi (a, b),

−∞ � a < b � +∞, називають функцiю y = y(x), яка має на
цьому iнтервалi похiднi до порядку n включно та задовольняє
рiвняння (1.7). Це означає, що для всiх x ∈ (a, b) справджує-
ться тотожнiсть

F
(
x, y(x), y′(x), y′′(x), . . . , y(n)(x)

)
≡ 0.

Наприклад, функцiя y = cos 2x є розв’язком диференцi-
ального рiвняння другого порядку y′′ + 4y = 0 на iнтервалi
(−∞,+∞). Розв’язками цього рiвняння, як легко перевiрити,
є також y = sin 2x, y = 3cos 2x, y = cos 2x− sin 2x i, взагалi, всi
функцiї y = C1 cos 2x+ C2 sin 2x, де C1, C2 – довiльнi сталi.

Пiзнiше буде встановлено, що звичайне диференцiальне рiв-
няння n-го порядку у загальному випадку має сiм’ю розв’яз-
кiв, залежну вiд n довiльних сталих. Наприклад, усi розв’яз-
ки диференцiального рiвняння y(n) = 0 мiстяться у формулi
y = C1x

n−1 + C2x
n−2 + . . . + Cn−1x + Cn, де C1, . . . , Cn – до-

вiльнi сталi.
З геометричної точки зору розв’язку диференцiального рiв-

няння у прямокутнiй системi координат вiдповiдає деяка кри-
ва, яку називають iнтегральною кривою. Сукупнiсть iн-
тегральних кривих, залежну вiд довiльних сталих, назива-
ють сiм’єю iнтегральних кривих. Наприклад, розв’язки
рiвняння y′′ = 2 утворюють двопараметричну сiм’ю парабол
y = x2 + C1x+ C2, кожна з яких є iнтегральною кривою.

Процес знаходження розв’язкiв диференцiального рiвняння
називають iнтегруванням цього рiвняння. Якщо при цьому
всi розв’язки вдається виразити через елементарнi функцiї або
у квадратурах (коли розв’язки виражаються через iнтеграли
вiд елементарних функцiй), то кажуть, що рiвняння зiнтегро-
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ване у скiнченному виглядi. Розглядатимемо переважно са-
ме такi рiвняння, хоча значно бiльше диференцiальних рiвнянь
не iнтегруються у скiнченному виглядi й для представлення їх
розв’язкiв доводиться використовувати бiльш складний мате-
матичний апарат.

Основною задачею теорiї iнтегрування диференцiальних
рiвнянь є знаходження всiх розв’язкiв заданого диференцiаль-
ного рiвняння та дослiдження їх властивостей.

3. Складання диференцiальних рiвнянь виключен-
ням довiльних сталих. Нехай маємо рiвняння сiм’ї кривих,
залежної вiд одного дiйсного параметра C:

Φ(x, y, C) = 0. (1.8)

Побудуємо диференцiальне рiвняння сiм’ї кривих (1.8), тоб-
то рiвняння, яке описує властивостi, притаманнi всiм кривим
цiєї сiм’ї. Для цього здиференцiюємо за змiнною x обидвi ча-
стини рiвностi (1.8), враховуючи, що y = y(x):

∂Φ

∂x
+
∂Φ

∂y
· dy
dx

= 0. (1.9)

Якщо спiввiдношення (1.9) не мiстить C, то воно буде ви-
ражати ту загальну властивiсть, яка притаманна усiм кривим
сiм’ї (1.8) (наприклад, якщо y = x+C, то y′ = 1). У загальному
випадку рiвнiсть (1.9) залежатиме вiд параметра C. Тодi, ви-
ключаючи цей параметр iз системи, складеної з рiвнянь (1.8),
(1.9), одержимо диференцiальне рiвняння першого порядку

F (x, y, y′) = 0. (1.10)

Рiвняння (1.10) називають диференцiальним рiвнянням
сiм’ї кривих (1.8). Воно виражає спiльну властивiсть кривих
(1.8) незалежно вiд сталої C.

Приклад 1. Знайти диференцiальне рiвняння сiм’ї пара-
бол, якi проходять через початок координат i мають осi си-
метрiї, паралельнi до осi ординат.
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Розв’язання. Сiм’ю парабол з умови задачi можна описати
за допомогою формули y = x2 − Cx, де C – довiльна стала.
Складемо систему {

y = x2 − Cx,
y′ = 2x− C

i виключимо з неї сталу C. Для цього знайдемо C з першого
рiвняння системи i пiдставимо у друге:

C =
x2 − y
x

⇒ y′ = 2x− x2 − y
x

⇒ y′ =
x2 + y

x
.

Вiдповiдь: xy′ = x2 + y.

Аналогiчно, маючи сiм’ю кривих Φ(x, y, C1, C2, . . . , Cn) = 0,
залежну вiд n довiльних сталих, можна при певних умовах
одержати диференцiальне рiвняння, для якого цi кривi будуть
iнтегральними. Для цього потрiбно здиференцiювати спiввiд-
ношення Φ(x, y, C1, C2, . . . , Cn) = 0 n разiв за змiнною x i ви-
ключити з нього та отриманих внаслiдок диференцiювання n
рiвнянь сталi C1, C2, . . . , Cn. У результатi одержимо диферен-
цiальне рiвняння сiм’ї кривих, яке виражатиме загальну вла-
стивiсть цих кривих.

Приклад 2. Знайти диференцiальне рiвняння сiм’ї кривих
(x− C1)

2 + C2y
2 = 1.

Розв’язання. Двiчi здиференцiюємо за змiнною x тотожнiсть
(x− C1)

2 + C2y
2 − 1 = 0:

2(x− C1) + 2C2yy
′ = 0, 1 + C2

(
y′2 + yy′′

)
= 0.

Виключаючи з трьох рiвностей сталi C1, C2, пiсля нескладних
перетворень одержуємо диференцiальне рiвняння другого по-
рядку y3y′′ +

(
y′2 + yy′′

)2
= 0. �

Рекомендована лiтература: [1, с. 15 – 23], [5, с. 3 – 13,
22 – 25], [6, с. 9 – 19], [7, с. 4 – 8], [17, с. 6 – 15].
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Питання до лекцiї 1

1. Яке рiвняння називають звичайним диференцiальним рiвнян-
ням? Чим звичайнi диференцiальнi рiвняння вiдрiзняються вiд рiв-
нянь з частинними похiдними?

2. Як визначити порядок диференцiального рiвняння?
3. Яку функцiю називають розв’язком диференцiального рiвня-

ння? Як називають операцiю знаходження розв’язкiв диференцiаль-
ного рiвняння? Яку криву називають iнтегральною кривою дифе-
ренцiального рiвняння?

4. У чому полягає основна задача теорiї iнтегрування диферен-
цiальних рiвнянь?

5. У чому полягає математичне моделювання реальних проце-
сiв i явищ, яка його роль у вивченнi процесу? Що називають ди-
ференцiальною моделлю? Наведiть декiлька прикладних задач, якi
приводять до звичайних диференцiальних рiвнянь.

6. Який вигляд має рiвняння сiм’ї кривих, залежних вiд одного
параметра (n параметрiв)? Як знайти диференцiальне рiвняння за-
даної сiм’ї однопараметричних кривих (n-параметричних кривих)?

Вправи до лекцiї 1

1. Перевiрте, чи є функцiї

а) y = x ·
x∫
0

sin t
t dt; б) 5x = ln 5y; в) y = 3x+ lnx+ 2

розв’язками вiдповiдних диференцiальних рiвнянь

а) y′ = y+x sin x
x ; б) y′ = exy

′/y; в) x2y′′ lnx = xy′ − y.
2. Знайдiть кривi, у яких кожний вiдрiзок дотичної, що лежить

мiж координатними осями, точкою дотику дiлиться навпiл.
3. Складiть диференцiальне рiвняння сiм’ї кривих:

а) x2 − y2 = C; б) y = sin(x+ C); в) y = C1x
2 + C2e

x.

4. Складiть диференцiальне рiвняння:
а) усiх кiл, якi дотикаються до осi абсцис;
б) усiх прямих на площинi;
в) парабол, якi проходять через точку (1; 2) i мають вiсь, пара-

лельну до осi абсцис.
5. Знайдiть кривi, нормалi до яких в усiх точках проходять через

початок координат.
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Лекцiя 2. Диференцiальнi рiвняння
першого порядку, розв’язанi вiдносно похiдної

(загальна теорiя)

План

1. Основнi означення й поняття.
2. Задача Кошi. Умови iснування та єдиностi розв’язку за-

дачi Кошi.
3. Класифiкацiя розв’язкiв.
4. Геометричне та механiчне тлумачення диференцiального

рiвняння першого порядку та його розв’язкiв.

1. Основнi означення й поняття. Диференцiальне рiв-
няння першого порядку в загальному випадку можна записати
у виглядi

F (x, y, y′) = 0, (2.1)

де x – незалежна змiнна, y – невiдома функцiя вiд x, F (x, y, y′) –
задана функцiя змiнних x, y, y′ = dy

dx .
Якщо рiвняння (2.1) можна розв’язати вiдносно похiдної,

то його записуватимемо у виглядi

y′ = f(x, y). (2.2)

Таку форму запису диференцiального рiвняння називають
нормальною.

Найпростiшим з диференцiальних рiвнянь у нормальнiй
формi є рiвняння y′ = f(x). Якщо функцiя f(x) визначена i
неперервна на деякому iнтервалi (a, b), то, як вiдомо з матема-
тичного аналiзу, y =

∫
f(x)dx+ C, де C – довiльна стала.

У багатьох випадках рiвняння (2.2) зручно записувати у
виглядi dy − f(x, y)dx = 0, який є окремим випадком рiвняння

M(x, y)dx +N(x, y)dy = 0, (2.3)

деM(x, y), N(x, y) – вiдомi функцiї (коефiцiєнти рiвняння).
Рiвняння (2.3) зручне тим, що змiннi x i y у ньому рiвноправнi,
тобто кожну з них можна розглядати як функцiю вiд iншої.
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Розв’язком диференцiального рiвняння (2.2) на iнтервалi
(a, b) називають неперервно диференцiйовну на цьому iнтерва-
лi функцiю y = y(x), яка перетворює рiвняння (2.2) у тото-
жнiсть, тобто y′(x) ≡ f(x, y(x)).

Розв’язок рiвняння (2.2) може бути заданий не тiльки яв-
но, тобто як y = y(x), але й у неявному виглядi Φ(x, y) = 0
(у виглядi, не розв’язаному вiдносно y) або у параметричнiй
формi: x = ϕ(t), y = ψ(t). Наприклад, функцiя y =

√
1− x2, де

x ∈ (−1; 1), є розв’язком рiвняння y′ = −x/y, однак цей самий
розв’язок можна подати у неявному виглядi x2 + y2 = 1, y > 0,
а також у параметричнiй формi x = cos t, y = sin t, 0 < t < π.

2. Задача Кошi. Умови iснування та єдиностi роз-
в’язку задачi Кошi. Вже зазначалось, що диференцiальнi
рiвняння зазвичай мають безлiч розв’язкiв. Однак у багатьох
задачах теоретичного i прикладного характеру серед усiх роз-
в’язкiв диференцiального рiвняння (2.2) потрiбно знайти такий
розв’язок y = y(x), який задовольняє умову

y(x0) = y0, (2.4)

де x0, y0 – заданi числа, тобто розв’язок, який для заданого зна-
чення незалежної змiнної x = x0 набуває заданого значення y0.

Задачу вiдшукання розв’язку рiвняння (2.2), який задо-
вольняє умову (2.4), називають задачею Кошi (або поча-
тковою задачею). Умову (2.4) називають початковою, а
числа x0, y0 – початковими даними задачi (2.2), (2.4).

З геометричної точки зору задача Кошi (2.2), (2.4) полягає
у вiдшуканнi iнтегральної кривої рiвняння (2.2), яка проходить
через задану точку (x0, y0) площини Oxy.

Вiдповiдь на питання про те, за яких умов задача Кошi
(2.2), (2.4) має розв’язок, дає теорема Пеано, доведення якої
можна знайти, наприклад, в [3, с. 44 – 46].

Теорема 1 (Пеано). Якщо функцiя f(x, y) неперервна в
деякiй областi D площини Oxy, то iснує неперервна разом зi
своєю похiдною функцiя y = y(x), яка є розв’язком задачi Кошi
y′ = f(x, y), y(x0) = y0, де (x0, y0) ∈ D.
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Однак для багатьох задач важливо знати не тiльки факт
iснування розв’язку диференцiального рiвняння, але також i
те, чи є цей розв’язок єдиним. Вiдповiдь на це питання має
виняткове значення як для самої теорiї диференцiальних рiв-
нянь, так i для багатьох її застосувань. Справдi, якщо зна-
ти, що розв’язок задачi Кошi єдиний, то знайшовши розв’язок,
який задовольняє заданi початковi умови, дослiдник може бути
впевненим у вiдсутностi iнших розв’язкiв, якi задовольняють тi
самi початковi умови. У задачах природознавства це приводить
до одержання єдиного закону явища, який визначається тiльки
диференцiальним рiвнянням i початковими умовами. Iлюстра-
цiєю до цього можуть бути задачi з лекцiї 1.

Виявляється, що умова неперервностi функцiї f(x, y) з те-
ореми Пеано не гарантує єдиностi розв’язку задачi Кошi (2.2),
(2.4). Розглянемо, наприклад, рiвняння y′ = 2

√
y. Його права

частина визначена i неперервна у верхнiй частинi площини Oxy
(y � 0). За допомогою пiдстановки легко переконатись, що iн-
тегральними кривими є пiвпараболи y = (x + C)2, де x � −C,
а також пряма y = 0 (вiсь Ox). Очевидно, що у кожнiй то-
чцi (x0, 0) осi Ox єдинiсть розв’язку порушується, бо через
цю точку проходять двi iнтегральнi кривi, а саме: парабола
y = (x− x0)2 i пряма y = 0 (рис. 2.1).

O x

y

x0

y = (x− x0)2

Рис. 2.1

Основною теоремою, яка забезпечує не тiльки iснування,
але й єдинiсть розв’язку задачi Кошi, є теорема Кошi, яка у
дещо iншiй постановцi буде доведена на лекцiї 8.
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Теорема 2 (Кошi). Нехай функцiя f(x, y) визначена у
прямокутнику

G = {(x, y) : |x− x0| � a, |y − y0| � b} , a, b > 0,

i задовольняє у ньому такi умови:
1) f(x, y) неперервна, а, отже, й обмежена, тобто

|f(x, y)| �M, M > 0;

2) частинна похiдна ∂f
∂y iснує та обмежена.

Тодi задача Кошi (2.2), (2.4) має єдиний розв’язок принаймнi
на вiдрiзку |x− x0| � h, де h = min (a, b/M) .

За виконання умов теореми Кошi можна гарантувати, що
через кожну внутрiшню точку областi G проходить єдина iн-
тегральна крива.

Теорема Кошi має велике значення в теорiї звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь, бо дозволяє за виглядом правої частини
рiвняння (2.2) вiдповiсти на питання про iснування та єдинiсть
розв’язку цього рiвняння при заданих початкових умовах. Це
особливо важливо у тих випадках, коли неможливо вказати то-
чну формулу, що визначає розв’язок рiвняння, а тому потрiбно
застосовувати методи наближеного розв’язування диференцi-
ального рiвняння.

3. Класифiкацiя розв’язкiв. Загальним розв’язком
диференцiального рiвняння (2.2) у деякiй областi G площини
Oxy називають функцiю

y = y(x,C), (2.5)

яка залежить вiд однiєї довiльної сталої C, якщо:
1) вона є розв’язком рiвняння (2.2) для довiльного фiксова-

ного значення сталої C;
2) для довiльної початкової умови (2.4), де (x0, y0) ∈ G,

iснує єдине значення сталої C = C0 таке, що функцiя
y = y(x,C0) задовольняє умову (2.4).
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Якщо не можна знайти загальний розв’язок у виглядi (2.5),
його шукають у неявному виглядi F (x, y, C) = 0. Такий роз-
в’язок називають загальним iнтегралом диференцiального
рiвняння. Часто загальний iнтеграл одержують як Ψ(x, y) = C,
тобто у виглядi, розв’язаному вiдносно довiльної сталої C.
Функцiю Ψ(x, y) у цьому випадку називають iнтегралом ди-
ференцiального рiвняння. Аналогiчно визначають сiм’ю iнте-
гральних кривих (розв’язкiв) рiвняння, залежну вiд довiльної
сталої C, у параметричнiй формi x = ϕ(t, C), y = ψ(t, C) як за-
гальний розв’язок у параметричнiй формi.

Якщо у точцi (x0, y0) порушуються умови теореми Кошi, то
через цю точку проходить декiлька iнтегральних кривих (роз-
в’язок не єдиний) або не проходить жодна iнтегральна крива
(розв’язок не iснує). Такi точки називають особливими то-
чками диференцiального рiвняння.

Шукати особливi точки потрiбно серед точок, у яких ма-
ють розрив функцiя f(x, y) або її частинна похiдна f ′y(x, y), а
потiм, аналiзуючи загальний розв’язок, необхiдно перевiрити,
чи будуть цi точки особливими. Така перевiрка обов’язкова, бо
теорема Кошi дає лише достатнi умови, а отже, може iснувати
єдиний розв’язок задачi Кошi (2.2), (2.4) навiть тодi, коли в
точцi (x0, y0) не виконується одна або обидвi умови теореми.

Розглянемо приклади.
1. y′ = y cos x + e3x. Функцiя f(x, y) = y cos x + e3x непе-

рервна, а похiдна f ′y = cos x обмежена в усiх точках площини
Oxy. Згiдно з теоремою Кошi через кожну точку площини Oxy
проходить одна iнтегральна крива.

2. y′ =
√

1− y2. Права частина визначена i неперервна в
усiх точках площини Oxy, де −1 � y � 1. Частинна похiдна
f ′y = − y√

1−y2 стає необмеженою, якщо y → ± 1. Легко пере-

конатись, що кожна з функцiй y = sin(x + C) є розв’язком
рiвняння. Окрiм того, маємо також розв’язки y = ± 1. Таким
чином, через кожну точку прямих y = ± 1 проходять принайм-
нi двi iнтегральнi кривi, а тому у точках цих прямих порушу-
ється єдинiсть розв’язку (рис. 2.2).
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O x

y

y = sin(x+C)

y = 1

y = −1
Рис. 2.2

3. y′ = y−4. В усiх точках (x0, 0) осi Ox функцiї f(x, y) =
= y−4, f ′y = −4y−5 розривнi й необмеженi при y → 0,
але через кожну точку цiєї осi проходить єдина iнтеграль-
на крива y = 5

√
5(x− x0). Рисунок iнтегральних кривих дифе-

ренцiального рiвняння y′ = y−4 пропонуємо читачам зробити
самостiйно.

Частинним розв’язком рiвняння (2.2) в областi G нази-
вають функцiю y = y(x,C0), утворену з загального розв’язку
(2.5) при певному значеннi сталої C = C0.

Якщо кожна точка розв’язку диференцiального рiвняння є
особливою, то такий розв’язок називають особливим. Особли-
вий розв’язок не можна отримати з формули загального роз-
в’язку (загального iнтеграла) диференцiального рiвняння при
жодному значеннi сталої C.

З геометричної точки зору загальним розв’язком
y = y(x,C) є сiм’я iнтегральних кривих на площинi Oxy,
яка залежить вiд однiєї довiльної сталої C, а частинний
розв’язок – це iнтегральна крива цiєї сiм’ї, що проходить через
задану точку. Графiком особливого розв’язку є iнтегральна
крива, яка у кожнiй своїй точцi має спiльну дотичну з однiєю
з iнтегральних кривих. Таку iнтегральну криву називають
обвiдною сiм’ї iнтегральних кривих. Наприклад, для рiвняння
y′ = 2

√
y обвiдною є пряма y = 0, тобто вiсь Ox (рис. 2.1), а для

рiвняння y′ =
√

1− y2 обвiдними є прямi y = ± 1 (рис. 2.2).
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4. Геометричне та механiчне тлумачення диференцi-
ального рiвняння першого порядку та його розв’язкiв.
Якщо розглядати x i y як декартовi координати точки, то ди-
ференцiальне рiвняння (2.2) встановлює зв’язок мiж координа-
тами довiльної точки M(x, y) площини i кутовим коефiцiєнтом
дотичної dydx до iнтегральної кривої у цiй точцi (рис. 2.3):

tg α =
dy

dx
= f(x, y).

Якщо функцiя f(x, y) визначена в областi G, то кожнiй то-
чцiM(x, y) цiєї областi вiдповiдає деякий напрям, кутовий кое-
фiцiєнт якого дорiвнює f(x, y). Вказуючи цей напрям вектором
(для визначеностi вважатимемо його одиничним) з початком у
точцiM, одержимо в областi G поле напрямiв, визначене рiв-
нянням (2.2) (рис. 2.4).

Рис. 2.3 Рис. 2.4

Iнтегральна крива, яка проходить через точку M(x, y) ∈ G,
характерна тим, що у кожнiй її точцi напрям дотичної збiгає-
ться з напрямом поля у цiй точцi. Тому з геометричної точки
зору iнтегрування диференцiального рiвняння (2.2) полягає у
знаходженнi кривих, дотичнi до яких у кожнiй своїй точцi збi-
гаються з напрямом поля.

Якщо у деякiй точцi (x0, y0) функцiя f(x, y) стає нескiнчен-
но великою, то напрям поля буде паралельний до осi Oy. Якщо
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f(x, y) у точцi (x0, y0) перетворюється в невизначенiсть 0/0, то
через цю точку не проходить жодна iнтегральна крива.

Для побудови поля напрямiв диференцiального рiвняння
зручно використовувати геометричнi мiсця точок, у яких до-
тичнi до iнтегральних кривих мають сталий напрям. Такi лi-
нiї називають iзоклiнами. Рiвняння iзоклiн диференцiального
рiвняння (2.2) має вигляд

f(x, y) = k, (2.6)

де k – довiльна стала. Змiнюючи в (2.6) значення k, одержимо
множину iзоклiн в областi G. За допомогою iзоклiн i вiдомих
сталих кутiв α (k = tg α) нахилу дотичних до iнтегральних
кривих, якi їх перетинають, можна схематично побудувати iн-
тегральнi кривi диференцiального рiвняння. Такий метод до-
слiдження диференцiальних рiвнянь називаютьметодом iзо-
клiн.

За допомогою методу iзоклiн можна визначити також такi
характернi лiнiї й областi поля iнтегральних кривих: областi
зростання (при k > 0), спадання (k < 0) iнтегральних кривих
та лiнiї їх екстремумiв (k = 0). Якщо функцiя f(x, y) у рiв-
няннi (2.2) диференцiйовна, то за допомогою другої похiдної
y′′ = f ′x+y′ ·f ′y = f ′x+ f ·f ′y можна визначити областi опуклостi
та лiнiї точок перегину iнтегральних кривих.

Приклад 1. За допомогою iзоклiн наближено зобразити
iнтегральнi кривi рiвняння y′ = x(y − 1).
Розв’язання. Згiдно з (2.6) рiвняння iзоклiн має вигляд
x(y − 1) = k, k ∈ R. Якщо k = 0, то iзоклiнами є прямi x = 0 i
y = 1. Вздовж них y′ = tgα = 0. Якщо k �= 0, то iзоклiнами є
гiперболи y = k

x + 1. Якщо, наприклад, k = ± 1, то tgα = ± 1,
а, отже, α = ± 45◦. Якщо k = ± 0,5, то α = ± arctg 0,5 ≈ ± 27◦

i т. д. Поле напрямiв диференцiального рiвняння y′ = x(y − 1)
зображене на рис. 2.5.
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Рис. 2.5

Рис. 2.6
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Якщо поле напрямiв диференцiального рiвняння побудова-
не, то для того, щоб накреслити iнтегральну криву рiвняння,
потрiбно, як вже зазначалось, взяти на площинi будь-яку точку
i провести через неї криву так, щоб вона у кожнiй своїй точцi
збiгалась з напрямом поля, тобто дотична до кривої у кожнiй
точцi повинна мати напрям вектора у цiй точцi. Iнтегральнi
кривi заданого рiвняння схематично зображенi на рис. 2.6. �

Розглянемо задачу про рух матерiальної точки P вздовж
осi Ox. Позначимо швидкiсть точки P через v(t, x) – функцiю,
залежну вiд часу t i положення x, яке займає точка у момент
часу t. Диференцiальним рiвнянням цього руху буде

dx

dt
= v(t, x). (2.7)

Будь-який розв’язок x = x(t) рiвняння (2.7) визначає пев-
ний закон руху (його називатимемо просто рухом). Задача
Кошi для рiвняння (2.7) полягає у знаходженнi такого руху
x = x(t), який визначається рiвнянням (2.7) i задовольняє по-
чаткову умову x(t0) = x0.

Руху x = x(t) вiдповiдає на площинi (t, x) крива M0M1

(рис. 2.7), яка зображує залежнiсть x вiд t. Цю криву нази-
вають графiком руху (не треба плутати графiк руху з трає-
кторiєю руху точки P – вiдрiзком P0P1 на рис. 2.7).

Рис. 2.7 Рис. 2.8
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Якщо у рiвняннi (2.7) функцiя v(t, x) не залежить вiд t,
тобто

dx

dt
= v(x), (2.8)

то таке рiвняння називають стацiонарним або автоном-
ним. У рiвняннi (2.8) швидкiсть залежить тiльки вiд положе-
ння точки.

Якщо права частина рiвняння (2.7) перетворюється в нуль
при x = x0 для всiх значень t, що розглядаються, тобто швид-
кiсть руху у точцi x0 в будь-який момент часу дорiвнює нулю,
то рiвняння (2.7) має розв’язок x = x0 (рис. 2.8). Цьому руху
вiдповiдає стан спокою. Траєкторiєю цього руху є точка x0,
яку називають точкою спокою або точкою рiвноваги.

Рекомендована лiтература: [1, с. 24 – 37, 42 – 48], [3,
с. 9 – 11, 36 – 59], [5, с. 14 – 22, 25 – 27, 97 – 104], [7, с. 8 – 25,
76 – 85], [16, с. 7 – 14].

Питання до лекцiї 2

1. Який загальний вигляд має звичайне диференцiальне рiвняння
першого порядку? Яку функцiю називають розв’язком цього рiвня-
ння на iнтервалi (a, b)?

2. Яку форму звичайного диференцiального рiвняння першого
порядку називають нормальною? Як звести рiвняння M(x, y)dx +
+N(x, y)dy = 0 до нормальної форми?

3. Як формулюється задача Кошi для диференцiального рiвнян-
ня першого порядку? Який її геометричний i механiчний змiст?

4. Сформулюйте теорему Пеано про iснування розв’язку задачi
Кошi для рiвняння y′ = f(x, y). Чи можуть iнтегральнi кривi рiвня-
ння y′ = f(x, y) з неперервною правою частиною перетинатися або
дотикатися одна одної?

5. Чи гарантує неперервнiсть функцiї f(x, y) iснування єдино-
го розв’язку задачi Кошi для рiвняння y′ = f(x, y)? Сформулюйте
теорему Кошi. Чи може iснувати єдиний розв’язок цiєї задачi при
невиконаннi будь-якої умови теореми Кошi?

6. Дайте означення загального розв’язку диференцiального рiв-
няння y′ = f(x, y) у деякiй областi iснування та єдиностi розв’язку
задачi Кошi. Який розв’язок називають загальним iнтегралом, за-
гальним розв’язком у параметричнiй формi?
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7. Що таке частинний розв’язок рiвняння y′ = f(x, y)? Який роз-
в’язок називають особливим? Дайте геометричне тлумачення цих
розв’язкiв.

8. Який геометричний змiст мають рiвняння y′ = f(x, y) та його
розв’язки? Як визначити нахил iнтегральної кривої у заданiй точцi
за виглядом правої частини рiвняння? Як побудувати поле напря-
мiв, визначене рiвнянням y′ = f(x, y)? У чому полягає геометричний
змiст iнтегрування цього рiвняння?

9. Що таке iзоклiна? Яким є рiвняння iзоклiн для диференцiаль-
ного рiвняння y′ = f(x, y)? Як знайти лiнiї екстремумiв i лiнiї точок
перегину iнтегральних кривих цього рiвняння? У чому полягає ме-
тод iзоклiн наближеного розв’язування диференцiального рiвняння?

10. Який механiчний змiст мають диференцiальне рiвняння
y′ = f(x, y) та його розв’язки? Як пов’язаний мiж собою графiк ру-
ху (розв’язку), визначений цим рiвнянням, i траєкторiя цього руху?
Який рух називають станом спокою, якими є графiк i траєкторiя
цього руху?

Вправи до лекцiї 2

1. Розв’яжiть задачi Кошi:

а) y′ + x3 = 1, y(0) = 5; б) y′ = ctg x, y
(
π
2

)
= 3;

в) y′ = lnx, y(e) = 1.

2. Користуючись теоремою Кошi, видiлiть областi, у яких кожне
з диференцiальних рiвнянь має єдиний розв’язок:

а) y′ = cos y − 2x; б) y′ =
√
x2 − y + x3; в) y′ = 2y

√
y + ex.

3. За допомогою методу iзоклiн побудуйте поле напрямiв дифе-
ренцiального рiвняння y′ = x2 + y2 − 4 та наближено зобразiть де-
кiлька iнтегральних кривих.

4. Напишiть рiвняння, якому задовольняють:
а) усi точки екстремуму iнтегральних кривих рiвняння

y′ = x3 + y;
б) усi точки перегину iнтегральних кривих рiвняння

y′ = y3e3x − 9.
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Лекцiя 3. Найпростiшi диференцiальнi рiвняння
першого порядку, iнтегровнi у квадратурах

План

1. Рiвняння з вiдокремлюваними змiнними та звiднi до них.
2. Однорiднi рiвняння.
3. Рiвняння, звiднi до однорiдних.

1. Рiвняння з вiдокремлюваними змiнними та звiднi
до них. Розглянемо диференцiальне рiвняння першого поряд-
ку

M1(x)N1(y)dx+M2(x)N2(y)dy = 0, (3.1)

де кожен з коефiцiєнтiв бiля диференцiалiв є добутком двох
функцiй, одна з яких залежить тiльки вiд x, а iнша – тiльки
вiд y. Рiвняння (3.1) називають рiвнянням з вiдокремлю-
ваними змiнними.

Для iнтегрування рiвняння (3.1) потрiбно домогтися того,
щоб коефiцiєнт бiля dx залежав тiльки вiд x, а коефiцiєнт бiля
dy – тiльки вiд y. Це досягається дiленням обох частин рiвня-
ння на добуток M2(x)N1(y), причому вважаємо, звичайно, що
M2(x) �= 0 i N1(y) �= 0. Пiсля цього одержуємо

M1(x)

M2(x)
dx+

N2(y)

N1(y)
dy = 0. (3.2)

Рiвняння (3.2) можна розглядати як рiвнiсть диференцiа-
лiв, тому iнтеграли вiд диференцiалiв вiдрiзняються на сталу,
тобто

x∫
x0

M1(x)

M2(x)
dx+

y∫
y0

N2(y)

N1(y)
dy = C, (3.3)

де C – довiльна стала, x0, y0 – деякi числа з областi неперервно-
стi коефiцiєнтiв рiвняння (3.2). Спiввiдношення (3.3) є загаль-
ним iнтегралом рiвняння (3.1). Його можна записати також у
виглядi ∫

M1(x)

M2(x)
dx+

∫
N2(y)

N1(y)
dy = C,
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бо визначенi iнтеграли зi змiнної верхньою межею й невизначе-
нi iнтеграли є первiсними для тих самих пiдiнтегральних фун-
кцiй, а тому вiдрiзняються лише сталими, якi можна включити
в C.

Якщо a – корiнь рiвняння M2(x) = 0, то x = a є розв’язком
рiвняння (3.1), бо dx= 0, аM2(a) = 0. Так само, якщо b – корiнь
рiвняння N1(y) = 0, то y = b – розв’язок рiвняння (3.1).

Диференцiальне рiвняння (3.2) можна записати у бiльш за-
гальному виглядi:

M(x)dx +N(y)dy = 0. (3.4)

Рiвняння (3.4) називають рiвнянням з вiдокремленими
змiнними, а перехiд вiд (3.1) до рiвняння вигляду (3.4) – вiд-
окремленням змiнних.

Загальним iнтегралом рiвняння (3.4) є∫
M(x)dx+

∫
N(y)dy = C.

Рiвняння з вiдокремлюваними змiнними можна записати
також у виглядi

y′ = f1(x)f2(y). (3.5)

Для iнтегрування рiвняння (3.5) потрiбно подiлити обидвi його
частини на f2(y) (якщо f2(y) �= 0) i помножити на dx (враху-
вавши, що dy = y′dx). Отже,

1

f2(y)
dy = f1(x)dx,

а пiсля iнтегрування одержуємо загальний iнтеграл рiвняння
(3.5): ∫

dy

f2(y)
=

∫
f1(x)dx+C.

Тут, як i для рiвняння (3.1), якщо f2(a) = 0, то y = a є розв’яз-
ком рiвняння (3.5).



38 Роздiл 1. ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI РIВНЯННЯ ПЕРШОГО ПОРЯДКУ

Приклад 1. Зiнтегрувати рiвняння

(y − x2y)dy = (x− xy2)dx.
Розв’язання. Рiвняння можна записати у виглядi

y(1− x2)dy = x(1− y2)dx.
Для вiдокремлення змiнних подiлимо обидвi частини рiвняння
на (1− x2)(1− y2). Тодi

y

1− y2dy =
x

1− x2dx (x �= ±1, y �= ±1) ⇒

− 1

2

∫
d(1− y2)
1− y2 = − 1

2

∫
d(1− x2)
1− x2 ⇒

ln |1− y2| = ln |1− x2|+ C ⇒
|1− y2| = eC |1− x2| ⇒ 1− y2 = C(1− x2),

де C := ± eC , враховуючи довiльнiсть вибору сталої C.
Отже, загальним iнтегралом заданого рiвняння є

y2 = 1 + C(x2 − 1). (3.6)

З’ясуємо можливiсть появи особливих розв’язкiв заданого
рiвняння. Легко перевiрити, що функцiї x = −1, x = 1, y = −1,
y = 1 є розв’язками рiвняння, однак у загальному iнтегралi мi-
стяться лише два останнiх (їх можна отримати з формули (3.6),
якщо C = 0). Функцiї x = −1 i x = 1 є особливими розв’язками.
Вiдповiдь: y2 = 1 +C(x2 − 1), x = −1, x = 1.

До рiвняння з вiдокремлюваними змiнними зводяться рiв-
няння вигляду

y′ = f(ax+ by), (3.7)

де a, b – деякi сталi. Справдi, якщо виконати замiну z = ax+by,
то

y =
z − ax
b

⇒ y′ =
1

b
z′ − a

b

i для знаходження функцiї z одержуємо рiвняння з вiдокрем-
люваними змiнними z′ = bf(z) + a.
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Приклад 2. Зiнтегрувати рiвняння y′ = (4x+ y + 5)2.
Розв’язання. Нехай z = 4x+ y. Тодi

z′ = 4 + y′ ⇒ y′ = z′ − 4 ⇒ z′ − 4 = (z + 5)2 ⇒
z′ = (z + 5)2 + 4.

Звiдси, якщо (z + 5)2 + 4 �= 0, то

dz

(z + 5)2 + 4
= dx ⇒

∫
d(z + 5)

(z + 5)2 + 4
= x+ C ⇒

1

2
arctg

z + 5

2
= x+ C ⇒ arctg

4x+ y + 5

2
= 2x+ 2C ⇒

4x+ y + 5 = 2 tg(2x+ C) (C := 2C).

Отже, загальним розв’язком є y = 2 tg(2x+ C)− 4x− 5.
Оскiльки (z+5)2+4 �= 0 в множинi дiйсних чисел, то iнших

розв’язкiв немає.
Вiдповiдь: y = 2 tg(2x+ C)− 4x− 5.

2. Однорiднi рiвняння.Функцiю f(x, y) називають одно-
рiдною функцiєю вимiру m, якщо для будь-яких x, y, t
справджується тотожнiсть

f(tx, ty) = tmf(x, y).

Наприклад, f1(x, y) = 3
√

2x3 + y3, f2(x, y) = arcsin x2−y2
x2+y2

є одно-
рiдними функцiями вимiрiв 1 i 0 вiдповiдно, бо

f1(tx, ty) =
3
√

2(tx)3 + (ty)3 = t· 3
√

2x3 + y3 = t1 ·f1(x, y),

f2(tx, ty) = arcsin
(tx)2 − (ty)2

(tx)2 + (ty)2
= arcsin

x2 − y2
x2 + y2

= t0 ·f2(x, y).

Диференцiальне рiвняння

y′ = f(x, y) (3.8)

називають однорiдним, якщо f(x, y) є однорiдною функцiєю
вимiру 0.
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Покажемо, що однорiдне рiвняння можна звести до рiв-
няння з вiдокремлюваними змiнними. Якщо права частина
рiвняння (3.8) – однорiдна функцiя вимiру 0, то за означен-
ням f(tx, ty) = f(x, y). Якщо пiдставити t = 1/x, то f(x, y) =
= f (1, y/x), а тому рiвняння (3.8) можна записати у виглядi
y′ = f (1, y/x), звiдки видно, що в однорiдному рiвняннi (3.8)
права частина фактично залежить тiльки вiд частки y/x. З
огляду на це виконаємо замiну u = y/x, тобто

y = ux,

де u = u(x) – нова шукана функцiя. Тодi

y′ = u′x+ u ⇒ u′x+ u = f(1, u) ⇒ x
du

dx
= f(1, u)− u.

Одержали рiвняння з вiдокремлюваними змiнними. Зiнте-
груємо його:

du

f(1, u)− u =
dx

x
(f(1, u) �= u, x �= 0) ⇒∫

du

f(1, u)− u = ln |x|+ C.

Якщо позначити F (u) ≡ ∫
du

f(1,u)−u , то загальний iнтеграл одно-
рiдного рiвняння (3.8) можемо записати у виглядi

F (y/x) = ln |x|+C.

Розв’язками однорiдного рiвняння (3.8) можуть бути також
функцiї y = ax (x �= 0), де f(1, a) = a, та x = 0 (y �= 0), якi
могли бути втраченi при вiдокремленнi змiнних. Цi розв’язки
можуть виявитись особливими.

Приклад 3. Зiнтегрувати рiвняння ydx+ 2
√
xydy = xdy.

Розв’язання. Записавши рiвняння у виглядi

ydx+ (2
√
xy − x)dy = 0 ⇒ y′ =

y

x− 2
√
xy

(x �= 0, y �= x

4
),
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переконуємось, що воно є однорiдним, бо функцiя f(x, y) =
= y

x−2
√
xy є однорiдною функцiєю вимiру 0. Виконаємо замiну

y = ux. Тодi y′ = u′x+ u, i пiдставляючи цi вирази для y i y′ у
рiвняння, одержуємо

u′x+ u =
ux

x− 2
√
ux2

⇒ u′x+ u =
u

1− 2
√
u
⇒

du

dx
x =

2u
√
u

1− 2
√
u
⇒ (1− 2

√
u)du

2u
√
u

=
dx

x
(u �= 0) ⇒

1

2

∫
u−3/2du−

∫
du

u
=

∫
dx

x
⇒

− 1√
u
− ln |u| = ln |x|+ C ⇒

√
x

y
+ ln |y|+ C = 0.

Якщо u = 0, то y = 0 – особливий розв’язок. Особливим
розв’язком є також x = 0. Функцiя y = x/4 не є розв’язком
рiвняння.
Вiдповiдь:

√
x
y + ln |y|+ C = 0, y = 0, x = 0.

Якщо диференцiальне рiвняння першого порядку записане
у виглядi

M(x, y)dx +N(x, y)dy = 0, (3.9)

то воно буде однорiдним, якщо M(x, y), N(x, y) є однорiдними
функцiями однакового вимiру. Пропонуємо читачам самостiйно
переконатись, що диференцiальнi рiвняння

(x+ y)dx+ (x− y)dy = 0, 3xydx+ (x2 + y2)dy = 0

є однорiдними.
Зауважимо, що диференцiальне рiвняння

y′ =
√
x2 + y2 − x

y
, (3.10)

одержане на лекцiї 1 у задачi 3 про форму дзеркала, яке збирає
паралельнi променi в одну точку, є однорiдним. Розв’яжемо
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його за допомогою замiни y = ux. Тодi

u′x+ u =

√
x2 + u2x2 − x

ux
⇒ x

du

dx
=

√
1 + u2 − 1

u
− u ⇒∫

u du√
1 + u2 − 1− u2 =

∫
dx

x
+C ⇒

1

2

∫
d(1 + u2)√

1 + u2 − 1− u2 = ln |x|+C.

Оскiльки∫
d(1 + u2)√

1 + u2 − 1− u2 =
∣∣1 + u2 = p2

∣∣ = ∫
2p dp

p− p2 =

= 2

∫
dp

1− p =− 2 ln |p− 1| = −2 ln
∣∣∣√1 + u2 − 1

∣∣∣,
то

− ln
∣∣∣√1 + u2 − 1

∣∣∣ = ln |x|+ C ⇒√
1 + u2 − 1 = C/x ⇒ u2 = (C/x)2 + 2C/x ⇒(y

x

)2
=
C2 + 2Cx

x2
⇒ y2 = 2Cx+ C2.

Отже, загальним iнтегралом рiвняння (3.10) є y2 = 2Cx + C2

(порiвняйте з результатом, одержаним на лекцiї 1).

3. Рiвняння, звiднi до однорiдних. Розглянемо дифе-
ренцiальне рiвняння вигляду

y′ =
a1x+ b1y + c1
a2x+ b2y + c2

, (3.11)

де a1, a2, b1, b2, c1, c2 – деякi сталi. Якщо c1 i c2 одночасно не
дорiвнюють нулю, то права частина рiвняння (3.11) не є одно-
рiдною функцiєю вимiру 0, а тому це рiвняння не є однорiдним.
Однак якщо

Δ ≡
∣∣∣∣ a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣ �= 0 ⇒ a1b2 �= a2b2, (3.12)
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то рiвняння (3.11) можна звести до однорiдного за допомогою
замiн

x = ξ + x0, y = η + y0, (3.13)

де числа x0 i y0 потрiбно вибрати так, щоб{
a1x0 + b1y0 = − c1,
a2x0 + b2y0 = − c2. (3.14)

Згiдно з (3.12) Δ �= 0, а тому лiнiйна неоднорiдна система (3.14)
має єдиний розв’язок, який можна знайти, наприклад, за фор-
мулами Крамера. Пiдставляючи у (3.11) замiсть x i y вiдповiднi
вирази з (3.13), одержуємо рiвняння

dη

dξ
=
a1ξ + b1η + a1x0 + b1y0 + c1
a2ξ + b2η + a2x0 + b2y0 + c2

,

або, враховуючи (3.14),

dη

dξ
=
a1ξ + b1η

a2ξ + b2η
. (3.15)

Диференцiальне рiвняння (3.15) є, очевидно, однорiдним.

Приклад 4. Зiнтегрувати рiвняння

(x− 2y + 3)y′ = 1− y − 2x.

Розв’язання. Запишемо рiвняння у виглядi

y′ = −2x+ y − 1

x− 2y + 3
(y �= 1

2
(x+ 3)).

Оскiльки Δ �= 0, то виконаємо замiни x = ξ + x0, y = η+ y0, де
числа x0 i y0 знаходимо з системи{

2x0 + y0 = 1,
x0 − 2y0 = −3, ⇒ x0 = −1

5
, y0 =

7

5
.

Таким чином, пiсля замiн x = ξ − 1/5, y = η + 7/5 одержуємо
однорiдне рiвняння

dη

dξ
= −2ξ + η

ξ − 2η
.
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Нехай η = uξ. Тодi

u′ξ + u =
2 + u

2u− 1
⇒ du

dξ
ξ =
−2u2 + 2u+ 2

(2u− 1)
⇒

(2u− 1)du

u2 − u− 1
= −2dξ

ξ
(u2 − u− 1 �= 0).

Iнтегруючи останнє рiвняння, знаходимо:

ln |u2 − u− 1| = C − 2 ln |ξ| ⇒ |u2 − u− 1| = eC/ξ2 ⇒
η2

ξ2
− η

ξ
− 1 =

C

ξ2
(C := ±eC) ⇒ η2 − ηξ − ξ2 = C ⇒(

y − 7

5

)2

−
(
y − 7

5

)(
x+

1

5

)
−
(
x+

1

5

)2

= C ⇒

y2 − x2 − xy + x− 3y + 57/25 = C.

Отже, загальним iнтегралом заданого рiвняння є y2−x2−xy+
+ x− 3y = C (C := C − 57/25).

Якщо u2 − u− 1 = 0, то u = 1±√
5

2 , звiдки η = 1±√
5

2 ξ, тобто
y = 1+

√
5

2 x + 3
2 +

√
5

10 i y = 1−√
5

2 x + 3
2 −

√
5

10 . Безпосередньою
пiдстановкою переконуємося у тому, що двi останнi функцiї
є розв’язками заданого диференцiального рiвняння. Нарештi,
якщо ξ = 0, то x = −1/5, але ця функцiя не є розв’язком
рiвняння.
Вiдповiдь: y2 − x2 − xy + x− 3y = C, y = 1±√

5
2 x+ 3

2 ±
√
5

10 .

Якщо для коефiцiєнтiв рiвняння (3.11) не виконується умо-
ва (3.12), тобто

a1b2 = a2b1, (3.16)

то a1 = λa2, b1 = λb2, а тому з рiвняння (3.11) випливає, що

y′ =
λ(a2x+ b2y) + c1
a2x+ b2y + c2

= f(a2x+ b2y),

тобто одержали рiвняння вигляду (3.7), яке зводиться до рiв-
няння з вiдокремлюваними змiнними за допомогою замiни
z = a2x+ b2y.
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Зауважимо, що за виконання умови (3.16) для зведення рiв-
няння (3.11) до рiвняння з вiдокремлюваними змiнними можна
застосовувати також замiни z = a1x + b1y, z = a1x + b1y + c1
або z = a2x+ b2y + c2.

Приклад 5. Зiнтегрувати рiвняння

y′ =
x− 2y + 3

2x− 4y − 1
.

Розв’язання. Оскiльки Δ = 0, то виконаємо замiну z = x−2y.
Тодi y = x−z

2 , y′ = 1−z′
2 i, пiдставляючи у рiвняння, одержуємо

рiвняння з вiдокремлюваними змiнними:

1− z′
2

=
z + 3

2z − 1
⇒ z′ = 1− 2z + 6

2z − 1
⇒ z′ =

−7
2z − 1

⇒
(2z − 1)dz = −7 dx.

Зiнтегруємо його:
z2 − z = −7x+ C.

Замiнивши z на x− 2y, знаходимо загальний iнтеграл

(x−2y)2−(x−2y) = −7x+C ⇒ x2−4xy+4y2+6x+2y = C. �

Аналогiчно iнтегруються рiвняння бiльш загального вигля-
ду

y′ = f

(
a1x+ b1y + c1
a2x+ b2y + c2

)
, (3.17)

де f(u) – неперервна функцiя свого аргументу.

Зауважимо, що деякi рiвняння можна звести до однорiдних
за допомогою замiни y = zm, де z = z(x) – нова функцiя, а
m – деяке число. Такi рiвняння називають узагальнено-од-
норiдними. Наприклад, у рiвняннi y′ = x+ y2

x3 зробимо замiну
y = zm (тодi y′ = mzm−1z′) i виберемо m таким, щоб одержане
рiвняння

mzm−1z′ = x+
z2m

x3
⇒ mz′ =

x

zm−1
+
zm+1

x3
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було однорiдним. Для цього потрiбно, щоб права частина рiв-
няння була однорiдною функцiєю вимiру 0, тобто число m по-
винне задовольняти рiвняння m − 1 = 1 i m + 1 = 3, звiдки
m = 2. Отже, за допомогою пiдстановки y = z2 задане рiвнян-
ня вдалося звести до однорiдного

2z′ =
x

z
+
z3

x3
,

зiнтегрувати яке пропонуємо читачам самостiйно.

Рекомендована лiтература: [2, с. 11 – 39], [5, с. 28 – 33,
56 – 61], [7, с. 27 – 37], [16, с. 23 – 27], [17, с. 16 – 177].

Питання до лекцiї 3

1. Яке диференцiальне рiвняння називають рiвнянням з вiд-
окремленими змiнними? Як знайти загальний iнтеграл такого рiв-
няння?

2. Яке диференцiальне рiвняння називають рiвнянням з вiд-
окремлюваними змiнними? Як iнтегрується таке рiвняння? Якi фун-
кцiї можуть виявитися особливими розв’язками?

3. За допомогою яких замiн рiвняння y′ = f(ax+ by + c) можна
звести до рiвняння з вiдокремлюваними змiнними?

4. Коли функцiя f(x, y) буде однорiдною вимiру m? Наведiть
приклади однорiдних функцiй вимiру 0, 1, 2, 3, а також приклади
неоднорiдних функцiй.

5. Яке диференцiальне рiвняння першого порядку називають
однорiдним? За допомогою якої замiни таке рiвняння зводиться до
рiвняння з вiдокремлюваними змiнними?

6. Якою має бути права частина рiвняння y′ = f(x, y), щоб воно
було однорiдним?

7. Якщо функцiї M(x, y), N(x, y) однорiднi, то чи досить цього
для того, щоб рiвняння M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0 було однорiдним?

8. Якими повиннi бути числа c1, c2, щоб диференцiальне рiвня-
ння (3.17) було однорiдним?

9. Якими повиннi бути числа a1, a2, b1, b2, щоб рiвняння (3.17)
можна було звести до однорiдного рiвняння? Коли це рiвняння мо-
жна звести вiдразу до рiвняння з вiдокремлюваними змiнними?

10. Якi рiвняння називають узагальнено-однорiдними? Яка замi-
на використовується для iнтегрування таких рiвнянь?



Лекцiя 3. Найпростiшi рiвняння першого порядку, iнтегровнi у квадратурах 47

Вправи до лекцiї 3

1. Зiнтегруйте диференцiальнi рiвняння з вiдокремлюваними
змiнними:

а) y′ = e2x+y; б) x
√

1 + y2 + yy′
√
1 + x2 = 0;

в) (xy2 − y2)y′ = yx2 + x2.

2. Знайдiть розв’язки задач Кошi:

а) (1 + ex)yy′ = ex, y(0) = 1; б) y′ tg x = y + 3, y
(
π
2

)
= 1.

3. Зiнтегруйте диференцiальнi рiвняння, звiднi до рiвнянь з вiд-
окремлюваними змiнними:

а) y′ = 2x+ 3y + 10; б) (2x+ y)y′ = 1; в) y′ =
x− 2y − 1

4y − 2x+ 6
.

4. Обґрунтуйте, що рiвняння є однорiдними, та зiнтегруйте їх:

а) xdy =
(
y +

√
x2 + y2

)
dx; б) y′ =

y

x
+ ey/x; в) y′ =

x+ 2y

2x+ y
.

5. Зiнтегруйте рiвняння, звiднi до однорiдних рiвнянь:

а) (x + 1)y′ + 3x+ 2y + 5 = 0;

б) (7x− 3y + 2)dx+ (4y − 3x− 5)dy = 0; в) (4x2 + y4)dy = 2xydx.
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Лекцiя 4. Лiнiйнi диференцiальнi рiвняння
та звiднi до них

План

1. Лiнiйне рiвняння та методи його розв’язування.
2. Властивостi розв’язкiв лiнiйних рiвнянь.
3. Рiвняння Я. Бернуллi.
4. Рiвняння Рiккатi.

1. Лiнiйне рiвняння та методи його розв’язування.
Лiнiйним диференцiальним рiвнянням першого порядку на-
зивають рiвняння вигляду

A(x)y′ +B(x)y + C(x) = 0, (4.1)

де A(x), B(x), C(x) – неперервнi функцiї. В областi, де
A(x) �= 0, (4.1) рiвносильне рiвнянню

y′ + p(x)y = q(x), (4.2)

у якому позначено p(x) = B(x)/A(x), q(x) = −C(x)/A(x).
Якщо ж A(x0) = 0, то розв’язком рiвняння (4.1), записаного

у диференцiальнiй формi A(x)dy + B(x)ydx + C(x)dx = 0, є
x = x0, у чому легко переконатися за допомогою пiдстановки.
Наприклад, розв’язками рiвняння x(x − π)y′ + sinx·y = tg x є
x = 0 i x = π.

Якщо функцiї p(x) та q(x) у рiвняннi (4.2) неперервнi на
деякому iнтервалi (a, b), то згiдно з теоремою Кошi через ко-
жну точку смуги a < a1 � x � b1 < b, −∞ < y < +∞ прохо-
дить єдина iнтегральна крива. Справдi, якщо рiвняння (4.2)
записати у виглядi y′ = q(x) − p(x)y, то його права частина
f(x, y) = q(x) − p(x)y є, очевидно, неперервною функцiєю, а
частинна похiдна f ′y(x, y) = − p(x) обмежена у цiй областi. У
цьому випадку рiвняння (4.2) особливих розв’язкiв не має.

Якщо функцiя q(x) тотожно дорiвнює нулю, то рiвняння
(4.2) називають лiнiйним однорiдним, а якщо тотожно не
дорiвнює нулю, то лiнiйним неоднорiдним.
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Покажемо, що лiнiйне неоднорiдне рiвняння першого по-
рядку завжди iнтегрується у квадратурах. Розглянемо два
способи iнтегрування таких рiвнянь.

Метод варiацiї довiльної сталої (метод Лагранжа).
Зiнтегруємо спочатку лiнiйне однорiдне рiвняння

y′ + p(x)y = 0, (4.3)

яке є водночас рiвнянням з вiдокремлюваними змiнними:

dy

dx
= − p(x)y ⇒ dy

y
= − p(x)dx (y �= 0) ⇒

ln |y| = −
∫
p(x)dx+ C ⇒

y = Ce−
∫
p(x)dx. (4.4)

Формула (4.4) описує всi розв’язки рiвняння (4.3), бо розв’я-
зок y = 0, який мiг бути втраченим при вiдокремленнi змiнних,
мiститься у формулi загального розв’язку (якщо C = 0).

Розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння (4.2) шукаємо
у виглядi (4.4), замiнивши довiльну сталу C деякою функцiєю
C(x), тобто

y = C(x)e−
∫
p(x)dx. (4.5)

Пiдставляючи (4.5) у рiвняння (4.2), одержуємо

C ′(x)e−
∫
p(x)dx − C(x)p(x)e−

∫
p(x)dx +

+ p(x)C(x)e−
∫
p(x)dx = q(x) ⇒

C ′(x) = q(x)e
∫
p(x)dx ⇒ C(x) =

∫
q(x)e

∫
p(x)dxdx+ C,

де C – довiльна стала. Пiдставляючи тепер знайдену функцiю
C(x) у (4.5), одержуємо формулу для загального розв’язку лi-
нiйного рiвняння (4.2):

y = e−
∫
p(x)dx ·

(∫
q(x)e

∫
p(x)dxdx+ C

)
. (4.6)
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Метод пiдстановки (метод Й. Бернуллi). Розв’язок лi-
нiйного неоднорiдного рiвняння (4.2) шукатимемо у виглядi до-
бутку двох диференцiйовних функцiй u = u(x) i v = v(x), тобто

y = uv. (4.7)

Пiдставляючи (4.7) в (4.2), одержуємо

u′v + uv′ + p(x)uv = q(x) ⇒
u′v + u

(
v′ + p(x)v

)
= q(x). (4.8)

Користуючись довiльнiстю функцiї v, виберемо її такою,
щоб вона була розв’язком рiвняння v′ + p(x)v = 0, звiдки

v = Ce−
∫
p(x)dx.

Знайдену функцiю v при C = 1 пiдставимо в (4.8). Тодi

u′ · e−
∫
p(x)dx = q(x) ⇒ u =

∫
q(x) · e

∫
p(x)dxdx+ C.

Пiдставляючи знайденi функцiї u i v у (4.7), знову одержу-
ємо формулу (4.6).

Приклад 1. Зiнтегрувати рiвняння

y′ + 2xy = 2xe−x
2
.

Розв’язання. Метод варiацiї довiльної сталої. Розв’яжемо
вiдповiдне лiнiйне однорiдне рiвняння:

y′ + 2xy = 0 ⇒
∫
dy

y
= −

∫
2x dx+ C ⇒

ln |y| = −x2 + C ⇒ y = Ce−x
2
.

Розв’язок заданого лiнiйного неоднорiдного рiвняння шукаємо
у виглядi y = C(x)e−x2 . Пiдставляючи у рiвняння, одержуємо:

C ′(x)e−x
2 − 2xC(x)e−x

2
+ 2xC(x)e−x

2
= 2xe−x

2 ⇒
C ′(x) = 2x ⇒ C(x) = x2 + C ⇒ y = (x2 + C) e−x

2
.
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Метод Бернуллi. Нехай y = uv. Тодi

u′v + uv′ + 2xuv = 2xe−x
2
.

Для знаходження функцiй u i v одержуємо систему{
v′ + 2xv = 0,

u′v = 2xe−x2 .

З першого рiвняння системи знаходимо v = Ce−x2 . Покла-
демо C = 1 i пiдставимо функцiю v у друге рiвняння. Тодi

u′ = 2x ⇒ u = x2 + C ⇒ y = (x2 + C) e−x
2
. �

Наведенi методи розв’язування лiнiйних рiвнянь можна за-
стосовувати також до рiвнянь вигляду

(
p(y)x+ q(y)

) ·y′ = 1,
якщо y прийняти за незалежну змiнну, а x – за функцiю цiєї
змiнної. Наприклад, рiвняння 2yy′

(
e−y2 − x) = 1 є нелiнiйним

вiдносно функцiї y = y(x). Однак, якщо записати його у вигля-
дi

y′ =
1

2y
(
e−y2 − x) ⇒ 1

x′
=

1

2y
(
e−y2 − x) ⇒

x′ + 2xy = 2ye−y
2
,

то маємо лiнiйне вiдносно функцiї x = x(y) рiвняння з прикла-
ду 1.

2. Властивостi розв’язкiв лiнiйних рiвнянь. Наведемо
деякi властивостi розв’язкiв лiнiйних рiвнянь, якi можуть бути
корисними для практичного розв’язування рiвнянь.

Властивiсть 1.Якщо вiдомий деякий частинний розв’язок
y1(x) лiнiйного однорiдного рiвняння (4.3), то його загальний
розв’язок знаходиться без квадратур.

Цим загальним розв’язком є y = Cy1(x), адже вiн задоволь-
няє рiвняння (4.2) i мiстить довiльну сталу.

Властивiсть 2. Загальний розв’язок лiнiйного неоднорi-
дного рiвняння (4.2) є сумою його частинного розв’язку i за-
гального розв’язку вiдповiдного однорiдного рiвняння (4.3).
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Справдi, вiдкриваючи дужки у формулi (4.6), маємо два
доданки: Ce−

∫
p(x)dx – загальний розв’язок вiдповiдного одно-

рiдного рiвняння (4.3) i e−
∫
p(x)dx

∫
q(x) e

∫
p(x)dxdx – розв’язок

неоднорiдного рiвняння (4.2) (його одержуємо з формули за-
гального розв’язку, якщо C = 0). Отже, якщо вiдомий один
частинний розв’язок y1 = y1(x) лiнiйного неоднорiдного рiв-
няння, то його загальний розв’язок знаходиться за допомогою
однiєї квадратури:

y = y1 + Ce−
∫
p(x)dx.

Властивiсть 3. Якщо вiдомi два непропорцiйнi частиннi
розв’язки y1 = y1(x) i y2 = y2(x) рiвняння (4.2), то його за-
гальний розв’язок одержуємо без квадратур за формулою

y = y1 + C(y2 − y1). (4.9)

Справдi, оскiльки y′1 + p(x)y1 ≡ q(x) i y′2 + p(x)y2 ≡ q(x), то

(y1 − y2)′ + p(x)(y1 − y2) ≡ 0,

звiдки випливає, що y1 − y2 є частинним розв’язком лiнiйно-
го однорiдного рiвняння (4.3). Загальним розв’язком рiвняння
(4.3) згiдно з властивiстю 1 буде C(y1 − y2), а формулу (4.9)
остаточно одержуємо на пiдставi властивостi 2.

3. Рiвняння Я. Бернуллi. Рiвняння вигляду

y′ + p(x)y = q(x)ym, (4.10)

де m – деяке число, називають рiвнянням Бернуллi. Якщо у
(4.10) m = 0, то одержуємо лiнiйне неоднорiдне рiвняння (4.2),
а якщоm = 1, то рiвняння з вiдокремлюваними змiнними, тому
надалi вважатимемо, що m �= 0, m �= 1.

Для розв’язування рiвняння Бернуллi, так само, як лiнiй-
ного рiвняння, використаємо метод варiацiї довiльної сталої.
Зiнтегруємо спочатку рiвняння y′ + p(x)y = 0. Його загальний
розв’язок подається формулою (4.4): y = Ce−

∫
p(x)dx.
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Розв’язок рiвняння Бернуллi шукаємо у виглядi

y = C(x)e−
∫
p(x)dx, (4.11)

де C(x) – деяка функцiя. Пiдставляючи (4.11) у рiвняння
(4.10), одержуємо

C ′(x)e−
∫
p(x)dx − C(x)p(x)e−

∫
p(x)dx + p(x)C(x)e−

∫
p(x)dx =

= q(x)Cm(x)e−m
∫
p(x)dx ⇒

C ′(x) = q(x)Cm(x)e(1−m)
∫
p(x)dx ⇒∫

dC(x)

Cm(x)
=

∫
q(x)e(1−m)

∫
p(x)dx dx+ C1 ⇒

C1−m(x)
1−m =

∫
q(x)e(1−m)

∫
p(x)dx dx+ C1.

Таким чином,

C(x) =

(
(1−m)

∫
q(x)e(1−m)

∫
p(x)dx dx+ C

) 1
1−m

,

а пiдставляючи цю функцiю у (4.11), одержуємо загальний роз-
в’язок рiвняння Бернуллi:

y = e−
∫
p(x)dx

(
(1−m)

∫
q(x)e(1−m)

∫
p(x)dx dx+ C

) 1
1−m

.

При цьому мiг бути втрачений розв’язок y = 0, якщоm > 0.
Для m � 0 функцiя y = 0 не є розв’язком рiвняння Бернуллi.

Приклад 2. Зiнтегрувати рiвняння Бернуллi

y′ + 2xy = 2xex
2
y2.

Розв’язання. Загальний розв’язок рiвняння y′ + 2xy = 0 був
знайдений пiд час розв’язування прикладу 1: y = Ce−x2 , а тому
розв’язок заданого рiвняння шукаємо у виглядi y = C(x)e−x2 .
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Пiдставляючи у рiвняння, одержуємо:

C ′(x)e−x
2 − 2xC(x)e−x

2
+ 2xC(x)e−x

2
= 2xex

2
C2(x)e−2x2 ⇒

C ′(x) = 2xC2(x) ⇒ dC(x)

C2(x)
= 2x dx (C(x) �= 0) ⇒

− 1

C(x)
= x2 +C ⇒ C(x) = − 1

x2 + C
⇒

y = − e−x2

x2 + C
.

Якщо C(x) = 0, то y = 0. Ця функцiя є особливим розв’яз-
ком заданого рiвняння.
Вiдповiдь: y = − e−x2(x2 + C)−1, y = 0.

Зауважимо, що наведений метод можна застосовувати та-
кож до рiвнянь вигляду

(
p(y)x+ q(y)xm

) · y′ = 1, якщо y
прийняти за незалежну змiнну, а x – за функцiю цiєї змiн-
ної. Наприклад, якщо рiвняння 2xy(xey

2 − 1) y′ = 1 записати у
виглядi

y′ =
1

x′
=

1

2xy(xey2 − 1)
⇒ x′ + 2yx = 2yey

2
x2,

то маємо рiвняння Бернуллi з прикладу 2 (якщо вважати, що
x = x(y)).

Задача 1. Знайти кривi, у яких довжина вiдрiзку, який
вiдтинає дотична на осi Oy, дорiвнює квадрату ординати то-
чки дотику.
Розв’язання. Нехай M(x, y) – довiльна точка шуканої кривої
y = f(x). У точцi M проведемо дотичну до кривої y = f(x) i
нехай A – точка перетину цiєї дотичної з вiссю Oy, B – проекцiя
точки M на вiсь Ox (рис. 4.1).
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�

O x

y

A

B

M(x, y)

y = f(x)

y

Рис. 4.1

За умовою задачi OA = BM2, причому BM = y. Вiдрiзок
OA знайдемо з рiвняння дотичної Y − y = f ′(x) · (X −x), у яке
пiдставимо X = 0. Тодi OA = Y = y − y′x.

Таким чином, одержали рiвняння y−y′x = y2, яке є рiвнян-
ням Бернуллi, у чому легко переконатися, якщо записати його
у виглядi

y′ − 1

x
y = −1

x
y2.

Зiнтегруємо спочатку рiвняння y′ − y/x = 0:

dy

y
=
dx

x
⇒ ln |y| = ln |x|+ C ⇒ y = Cx.

Розв’язок рiвняння Бернуллi шукаємо у виглядi y = C(x)x.
Пiдставляючи у рiвняння, одержуємо:

C ′(x)x+ C(x)− C(x) = −C2(x)x ⇒
C ′(x) = −C2(x) ⇒

∫
dC

C2
= −

∫
dx ⇒

− 1

C(x)
= −x+ C ⇒ C(x) =

1

x− C ⇒ y =
x

x− C .

Шуканими кривими є гiперболи y = 1 +C/(x− C). �



56 Роздiл 1. ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI РIВНЯННЯ ПЕРШОГО ПОРЯДКУ

3. Рiвняння Рiккатi. До рiвняння Бернуллi за певних
умов зводиться рiвняння Рiккатi. Так називають рiвняння
вигляду

y′ = p(x)y2 + q(x)y + r(x), (4.12)

де функцiї p(x), q(x), r(x) неперервнi на деякому iнтервалi
a < x < b. Рiвняння (4.12) мiстить як окремi випадки вивченi
ранiше рiвняння: лiнiйне рiвняння, якщо p(x) ≡ 0, i рiвняння
Бернуллi, якщо r(x) ≡ 0.

Розглянемо деякi випадки iнтегровностi в квадратурах рiв-
няння Рiккатi:

1. Якщо p, q i r – сталi, то (4.12) – рiвняння з вiдокремлюва-
ними змiнними, а його загальний iнтеграл виражається через
елементарнi функцiї.

2. y′ = ϕ(x)·(ay2 + by + c), де a, b i c – сталi i a2 + b2 �= 0, –
рiвняння з вiдокремлюваними змiнними.

3. y′ = a y
2

x2
+ b yx + c, де a2 + b2 �= 0, – однорiдне рiвняння.

4. y′ = ay2 + b yx + c
x2

– узагальнено однорiдне рiвняння
(m = −1). Пiсля замiни y = zx−1 одержуємо рiвняння з вiд-
окремлюваними змiнними xz′ = az2 + (b+ 1)z + c.

У загальному випадку рiвняння Рiккатi (4.12) не iнтегрує-
ться квадратурах, хоча згiдно з теоремою Кошi воно має єди-
ний розв’язок для довiльної початкової умови y(x0) = y0, де
точка x = x0 належить iнтервалу неперервностi функцiй p(x),
q(x), r(x).

Якщо вiдомий деякий розв’язок рiвняння Рiккатi, то це
рiвняння можна звести до рiвняння Бернуллi. Справдi, нехай
y1 = y1(x) – розв’язок рiвняння (4.12), тобто

y′1 = p(x)y21 + q(x)y1 + r(x). (4.13)

Зробимо замiну шуканої функцiї

y = y1 + z,

де z = z(x) – нова функцiя. Тодi iз врахуванням (4.13) маємо

y′1 + z′ = p(x)y21 + 2p(x)y1z + p(x)z2 + q(x)y1 + q(x)z + r(x) ⇒
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z′ − (
2p(x)y1 + q(x)

)
z = p(x)z2.

Останнє рiвняння є рiвнянням Бернуллi вiдносно функцiї z,
яке завжди iнтегрується у квадратурах. Особливим розв’язком
рiвняння Рiккатi може бути функцiя y = y1(x).

Приклад 3. Зiнтегрувати рiвняння Рiккатi

y′ = y2 − y

x
− 4

x2
.

Розв’язання. Спочатку знайдемо деякий розв’язок y1(x) за-
даного рiвняння. Припустимо, що y1(x) = a/x, де a – деяка
стала. Пiдставляючи у задане рiвняння, одержуємо, що

− a

x2
=
a2

x2
− a

x2
− 4

x2
⇒ a = ±2,

а отже, задане рiвняння можна зiнтегрувати у квадратурах за
допомогою, наприклад, замiни y = z + 2/x. Тодi

z′ − 2

x2
= z2 +

4z

x
+

4

x2
− z

x
− 2

x2
− 4

x2
⇒ z′ − 3z

x
= z2.

Пропонуємо читачам самостiйно переконатися у тому, що за-
гальним розв’язком одержаного рiвняння Бернуллi є z = −4x3

x4+C
.

Тому

y =
−4x3
x4 + C

+
2

x
⇒ y =

2C − 2x4

x(x4 + C)
.

Розв’язок y1(x) = 2/x не можна одержати з загального розв’яз-
ку при жодному значеннi сталої, а тому вiн є особливим.

Вiдповiдь: y =
2C − 2x4

x(x4 + C)
, y =

2

x
.

Рекомендована лiтература: [2, с. 39 – 52, 67 – 73], [5,
с. 69 – 86], [6, с. 31 – 36, 40 – 42], [7, с. 37 – 46], [16, с. 28 – 33].
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Питання до лекцiї 4

1. Який загальний вигляд має лiнiйне диференцiальне рiвняння
першого порядку? Яка рiзниця мiж лiнiйним неоднорiдним i однорi-
дним рiвняннями?

2. Чи має лiнiйне неоднорiдне рiвняння з неперервними коефiцi-
єнтами особливi розв’язки? Вiдповiдь обґрунтуйте з використанням
теореми Кошi.

3. У чому полягає метод варiацiї довiльної сталої iнтегрування
лiнiйного неоднорiдного рiвняння? За допомогою скiлькох квадратур
у загальному випадку iнтегрується це рiвняння?

4. У чому полягає метод пiдстановки iнтегрування лiнiйного не-
однорiдного рiвняння?

5. Який загальний вигляд рiвняння Бернуллi? У чому полягає ме-
тод варiацiї довiльної сталої iнтегрування цього рiвняння? Чи може
рiвняння Бернуллi мати особливi розв’язки? Вiд чого це залежить?

6. Який вигляд має рiвняння Рiккатi? За якої умови це рiвняння
iнтегрується у квадратурах? До якого рiвняння у цьому випадку
зводиться рiвняння Рiккатi?

Вправи до лекцiї 4

1. Серед наведених рiвнянь вiдшукайте лiнiйне рiвняння та зiнте-
груйте його методом варiацiї довiльної сталої i методом пiдстановки:

а) y′ = (x− y)2; б) xy′ + 2y − xy2 = 0; в) y′ = 4y + e2x.

2. Доведiть, що рiвняння f ′(y) y′ + p(x)f(y) = q(x) зводиться до
лiнiйного рiвняння за допомогою замiни z = f(y). Зiнтегруйте таким
способом рiвняння cos y ·y′ + 1

x sin y = 2x.
3. Доведiть, що рiвняння y′ + p(x) = q(x)eny зводиться до лi-

нiйного рiвняння за допомогою замiни z = e−ny. Зiнтегруйте таким
способом рiвняння e−xy′ − e−x = ey.

4. Серед наведених рiвнянь вiдшукайте рiвняння Бернуллi та зiн-
тегруйте його:

а) y′ + xy = y2 sinx; б) y′ + 2y = x5; в) y′ = (x+ y)2.

5. Доведiть, що рiвняння Бернуллi y′ + p(x)y = q(x)ym можна
звести до лiнiйного рiвняння за допомогою замiни z = y1−m. Зiнте-
груйте цим способом рiвняння xy′ = y + x2y−2.

6. Зiнтегруйте рiвняння Рiккатi xy′−(2x+1)y+y2 = −x2, знаючи,
що воно має розв’язок вигляду y1(x) = ax+ b.
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Лекцiя 5. Рiвняння у повних диференцiалах
та звiднi до них

План

1. Рiвняння у повних диференцiалах.
2. Iнтегрувальний множник та деякi способи його знаходже-

ння.
3. Теореми про iснування, неєдинiсть та загальний вигляд

iнтегрувального множника.

1. Рiвняння у повних диференцiалах. Диференцiальне
рiвняння першого порядку

M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0 (5.1)

називають рiвнянням у повних диференцiалах, якщо його
лiва частина є повним диференцiалом деякої функцiї U(x, y),
тобто якщо

M(x, y) dx+N(x, y) dy = dU(x, y). (5.2)

З (5.1), (5.2) випливає, що рiвняння (5.1) можна записати
у виглядi dU = 0, а тому загальним iнтегралом рiвняння у
повних диференцiалах є U(x, y) = C.

У загальному випадку складно безпосередньо з’ясувати, чи
є задане рiвняння рiвнянням у повних диференцiалах. Вкаже-
мо ознаку, яка дозволить вiдповiсти на це питання, а також
наведемо один iз способiв знаходження функцiї U(x, y).

Припустимо, що функцiї M(x, y) i N(x, y) у рiвняннi (5.1)
неперервнi у деякому прямокутнику з центром у точцi (x0, y0),
i не перетворюються одночасно в нуль у цiй точцi. Окрiм то-
го, вважатимемо, що у згаданому прямокутнику iснують непе-
рервнi частиннi похiднi ∂M∂y i ∂N∂x .

Припустимо, що справджується умова (5.2), тобто лiва ча-
стина рiвняння (5.1) є повним диференцiалом. Згiдно з означе-
нням диференцiала функцiї двох змiнних

dU(x, y) =
∂U

∂x
dx+

∂U

∂y
dy,
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а тому
∂U

∂x
=M(x, y),

∂U

∂y
= N(x, y). (5.3)

Диференцiюючи першу з рiвностей за змiнною y, а другу – за
змiнною x, одержуємо, що

∂2U

∂y∂x
=
∂M

∂y
,

∂2U

∂x∂y
=
∂N

∂x
.

З теореми про рiвнiсть мiшаних похiдних випливає необхiдна
умова того, що (5.1) є рiвнянням у повних диференцiалах:

∂M

∂y
=
∂N

∂x
. (5.4)

Покажемо, що умова (5.4) є також достатньою, тобто за ви-
конання цiєї умови лiва частина рiвняння (5.1) є повним дифе-
ренцiалом деякої функцiї U(x, y). Згiдно з (5.3) шукана фун-
кцiя U(x, y) повинна задовольняти умову ∂U

∂x = M(x, y). Усi
такi функцiї можна описати формулою

U(x, y) =

∫
M(x, y)dx+ C(y), (5.5)

де C(y) – довiльна неперервно диференцiйовна функцiя вiд y.
Оскiльки функцiя U(x, y) повинна також задовольняти другу
умову з (5.3), то

∂

∂y

∫
M(x, y)dx+ C ′(y) = N(x, y). (5.6)

Для виконання умови (5.5) потрiбно вiдповiдним чином пiдi-
брати функцiю C(y), причому такий вибiр за виконання умови
(5.4) завжди можливий. Справдi, з (5.5) маємо

C ′(y) = N(x, y)− ∂

∂y

∫
M(x, y)dx.

Лiва частина цiєї рiвностi є функцiєю тiльки вiд y, а отже,
права частина не залежить вiд x, тобто похiдна за змiнною x
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вiд правої частини повинна дорiвнювати нулю. Переконаємося
у цьому, враховуючи умову (5.4):

∂

∂x

(
N(x, y)− ∂

∂y

∫
M(x, y)dx

)
=
∂N(x, y)

∂x
−

= − ∂

∂x

(
∂

∂y

∫
M(x, y)dx

)
=
∂N(x, y)

∂x
−

= − ∂

∂y

(
∂

∂x

∫
M(x, y)dx

)
=
∂N(x, y)

∂x
− ∂M(x, y)

∂y
= 0.

Наведене доведення достатностi умов (5.4) дає водночас i
спосiб вiдшукання функцiї U(x, y). Отже, спочатку потрiбно
знайти функцiю U(x, y) за формулою (5.5) (розглядаючи y як
сталу), а потiм з рiвностi (5.6) знайти C ′(y), iнтегруючи яке,
отримаємо C(y). Пiдставляючи знайдену функцiю C(y) у фор-
мулу (5.5), матимемо функцiю U(x, y). Для одержання загаль-
ного iнтегралу рiвняння у повних диференцiалах (5.1), як було
доведено ранiше, функцiю U(x, y) потрiбно прирiвняти до до-
вiльної сталої C.

Приклад 1. Зiнтегрувати рiвняння

(x+ y2 + sinx) dx+ (2xy + cos y) dy = 0.

Розв’язання. Оскiльки M(x, y) = x + y2 + sinx, N(x, y) =
= 2xy + cos y, то ∂M

∂y = ∂N
∂x = 2y, тобто умова (5.4) справджує-

ться. Для знаходження функцiї U(x, y) маємо систему

∂U

∂x
= x+ y2 + sinx,

∂U

∂y
= 2xy + cos y.

Знайдемо вираз для шуканої функцiї з першого рiвняння си-
стеми i пiдставимо його у друге рiвняння:

U(x, y) =

∫
(x+ y2 + sinx) dx+ C(y) ⇒

U(x, y) =
x2

2
+ xy2 − cos x+ C(y) ⇒ ∂U

∂y
= 2xy + C ′(y) ⇒

2xy + C ′(y) = 2xy + cos y ⇒ C ′(y) = cos y ⇒
C(y) = sin y + C.
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Оскiльки досить знайти одну функцiю U(x, y), то в останнiй
формулi довiльну сталу iнтегрування можна прийняти рiвною
нулю.

Отже, U(x, y) = x2
/
2+ xy2− cos x+ sin y, а загальним iнте-

гралом є x2
/
2 + xy2 − cos x+ sin y = C. �

2. Iнтегрувальний множник та деякi способи його
знаходження. У багатьох випадках рiвняння (5.1), яке не
є рiвнянням у повних диференцiалах (не виконується умова
(5.4)), можна за допомогою множення на деяку функцiю μ(x, y)
звести до рiвняння у повних диференцiалах. Функцiю μ(x, y)
у цьому випадку називають iнтегрувальним множником
рiвняння (5.1).

Нехай для коефiцiєнтiв рiвняння (5.1) не справджується
умова (5.4) i припустимо, що μ(x, y) – iнтегрувальний множник
цього рiвняння. Тодi для коефiцiєнтiв рiвняння

μ(x, y)M(x, y) dx + μ(x, y)N(x, y) dy = 0

повинна справджуватись умова

∂(μM)

∂y
=
∂(μN)

∂x
⇒ M

∂μ

∂y
+ μ

∂M

∂y
= N

∂μ

∂x
+ μ

∂N

∂x
⇒

μ

(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)
= N

∂μ

∂x
−M ∂μ

∂y
. (5.7)

Таким чином, iнтегрувальний множник μ(x, y) є розв’язком
рiвняння з частинними похiдними (5.7), розв’язати яке у за-
гальному випадку значно складнiше, нiж звичайне диференцi-
альне рiвняння (5.1). Проте у окремих випадках знайти iнте-
грувальний множник вдається доволi легко. Розглянемо деякi
з цих випадкiв.

Випадок 1. Нехай рiвняння (5.1) має iнтегрувальний мно-
жник, який залежить тiльки вiд x, тобто μ = μ(x). Тодi, вра-
ховуючи, що ∂μ

∂y = 0, ∂μ∂x = dμ
dx , з (5.7) маємо

μ

(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)
= N

dμ

dx
⇒ dμ

μ
=

1

N
·
(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)
dx.
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Якщо функцiя в правiй частинi останнього рiвняння залежить
тiльки вiд x, тобто

1

N
·
(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)
= ϕ(x),

то, зiнтегрувавши це рiвняння, одержуємо

μ(x) = e
∫
ϕ(x)dx. (5.8)

Випадок 2. Нехай рiвняння (5.1) має iнтегрувальний мно-
жник, який залежить тiльки вiд y, тобто μ = μ(y). Тодi ∂μ∂x = 0,
∂μ
∂y = dμ

dy i з (5.7) знаходимо

μ

(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)
= −Mdμ

dy
⇒ dμ

μ
=

1

−M ·
(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)
dy.

Якщо функцiя в правiй частинi останнього рiвняння залежить
тiльки вiд y, тобто

1

−M ·
(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)
= ψ(y),

то iнтегрувальним множником є

μ(y) = e
∫
ψ(y)dy . (5.9)

Випадок 3. Припустимо, що iнтегрувальний множник
рiвняння (5.1) залежить вiд заданої функцiї ω(x, y), тобто
μ = μ (ω(x, y)) . Тодi з (5.7) одержуємо:

N
dμ

dω
· ∂ω
∂x
−M dμ

dω
· ∂ω
∂y

=

(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)
· μ(ω) ⇒

dμ(ω)

μ(ω)
=

∂M
∂y − ∂N

∂x

N ∂ω
∂x −M ∂ω

∂y

dω (N
∂ω

∂x
−M∂ω

∂y
�= 0).

Якщо позначити

ψ(ω) =

∂M
∂y − ∂N

∂x

N ∂ω
∂x −M ∂ω

∂y

, (5.10)
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то
μ(ω) = e

∫
ψ(ω)dω ≡ f(ω) = f (ω(x, y)) . (5.11)

Очевидно, що iнтегрувальнi множники μ(x) та μ(y), визна-
ченi формулами (5.8), (5.9), є окремими випадками стосовно
випадку 3.

Приклад 2. Знайти iнтегрувальний множник рiвняння
(2xy2 − y) dx+ (y2 + x+ y) dy = 0 та зiнтегрувати його.
Розв’язання. Очевидно, що ∂M

∂y �= ∂N
∂x . Оскiльки

− 1

M
·
(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)
=

4xy − 1− 1

y − 2xy2
= −2

y
≡ ψ(y),

то iнтегрувальний множник знаходимо за формулою (5.9):

μ(y) = e
−2

∫ dy
y = e−2 ln |y| = y−2.

Якщо помножити обидвi частини заданого рiвняння на
μ(y) = y−2, то одержуємо рiвняння у повних диференцiалах
(2x− 1/y) dx+

(
1 + x

/
y2 + 1/y

)
dy = 0.

Справдi,(
2x− 1

y

)
dx+

(
1 +

x

y2
+

1

y

)
dy = d

(
x2 − x

y
+ y + ln |y|

)
,

а отже, загальним iнтегралом є

x2 − x/y + y + ln |y| = C. �

Приклад 3. Знайти iнтегрувальний множник μ(xy) рiв-
няння (2x3y2−y) dx+ (2x2y3 − x) dy = 0.
Розв’язання. Оскiльки ω = xy, то згiдно з (5.10)

ψ(xy) =

∂
∂y

(
2x3y2 − y)− ∂

∂x

(
2x2y3 − x)

(2x2y3 − x) y − (2x3y2 − y)x =

=
4xy(x2 − y2)
2x2y2(y2 − x2) = − 2

xy
.
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Тодi на пiдставi (5.11) маємо

μ(xy) = μ(ω) = e
∫ −2dω

ω =
1

ω2
=

1

(xy)2
.

Пропонуємо читачам переконатись, що iнтегрувальний мно-
жник знайдено правильно, i за його допомогою зiнтегрувати
задане рiвняння. �

Замiсть того, щоб користуватись складними для запам’ято-
вування формулами (5.8) – (5.11), можна шукати iнтегруваль-
ний множник, повторюючи мiркування, наведенi для випадкiв
1 – 3.

Знаючи iнтегрувальний множник, можна знайти не тiльки
загальний iнтеграл диференцiального рiвняння, але й усi його
особливi розв’язки. Справдi, нехай μ = μ(x, y) – iнтегрувальний
множник рiвняння (5.1), тобто dU = μ (M dx+N dy). Тодi

1

μ
dU =M dx+N dy = 0 ⇒ dU = 0 або

1

μ
= 0.

Перше з одержаних рiвнянь визначає загальний iнтеграл рiв-
няння (5.1) U = C, а друге – може привести до особливого
розв’язку, якщо вздовж нього iнтегрувальний множник пере-
творюється в безмежнiсть.

Звiдси одержуємо правило знаходження особливих
розв’язкiв:

– знайти лiнiї, вздовж яких функцiя μ перетворюється в∞;
– перевiрити, чи є знайденi лiнiї iнтегральними кривими;
– перевiрити, чи мiстяться знайденi розв’язки у формулi

загального розв’язку.
Тi iз знайдених розв’язкiв, якi не мiстяться в загальному

розв’язку, будуть особливими.

3. Теореми про iснування, неєдинiсть та загальний
вигляд iнтегрувального множника. З’ясуємо деякi власти-
востi iнтегрувального множника i наведемо один загальний ме-
тод знаходження iнтегрувального множника, який ґрунтується
на використаннi цих властивостей.
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Оскiльки функцiї M(x, y), N(x, y) неперервнi разом зi свої-
ми першими частинними похiдними у деякiй областi G i у жо-
днiй точцi цiєї областi не перетворюються в нуль, а iнтегруваль-
ний множник μ(x, y) не перетворюється в нуль i має неперервнi
частиннi похiднi першого порядку, то у кожнiй точцi областi
G маємо єдинiсть розв’язку задачi Кошi. Крiм того, iнтеграл
U(x, y), який вiдповiдає iнтегрувальному множнику μ(x, y),
має неперервнi частиннi похiднi другого порядку. Це тверджен-
ня випливає з того, що якщо dU = μ · (M(x, y) dx +N(x, y) dy),
то

∂U

∂x
= μM,

∂U

∂y
= μN,

i оскiльки правi частини мають неперервнi частиннi похiднi за
змiнними x i y, то похiднi вiд лiвих частин також iснують i
неперервнi.

Доведемо, що за деяких умов, якi гарантують iснування за-
гального iнтегралу рiвняння (5.1), iснує також iнтегрувальний
множник цього рiвняння.

Теорема 1. Якщо рiвняння (5.1) має загальний iнтеграл

U(x, y) = C, (5.12)

де функцiя U(x, y) – двiчi неперервно диференцiйовна, то це
рiвняння має також iнтегрувальний множник.
Доведення. Оскiльки dU ≡ 0, тобто ∂U

∂x dx + ∂U
∂y dy ≡ 0, де dy

визначається рiвнянням (5.1), то dx i dy задовольняють систе-
му рiвнянь {∂U

∂x dx+ ∂U
∂y dy = 0,

M dx+N dy = 0.

Оскiльки диференцiал незалежної змiнної dx є довiльним,
то iснує ненульовий розв’язок отриманої лiнiйної однорiдної си-
стеми. Тому∣∣∣∣∣ ∂U

∂x
∂U
∂y

M N

∣∣∣∣∣ ≡ 0 ⇒ 1

M

∂U

∂x
=

1

N

∂U

∂y
≡ μ(x, y). (5.13)
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Звiдси ∂U
∂x = μM, ∂U

∂y = μN , а отже,

μ(M dx+N dy) = μM dx+ μN dy =
∂U

∂x
dx+

∂U

∂y
dy = dU,

тобто пiсля множення на функцiю μ з формули (5.13) лiва ча-
стина рiвняння (5.1) є повним диференцiалом функцiї U . Це й
означає, що μ є iнтегрувальним множником рiвняння (5.1). �

З означення iнтегрувального множника μ рiвняння (5.1) ви-
пливає, що функцiя Cμ для довiльного C також є iнтегруваль-
ним множником цього рiвняння. З наступної теореми випливає,
що iснують iнтегрувальнi множники рiвняння (5.1) бiльш за-
гального вигляду, нiж Cμ.

Теорема 2. Якщо U(x, y) = C – загальний iнтеграл рiвня-
ння (5.1), а μ0(x, y) – його iнтегрувальний множник, то iснує
безлiч iнтегрувальних множникiв цього рiвняння, якi вира-
жаються формулою

μ(x, y) = μ0(x, y)ϕ
(
U(x, y)

)
, (5.14)

де ϕ – довiльна функцiя, яка не дорiвнює тотожно нулю i має
неперервну похiдну.
Доведення. Помножимо лiву частину рiвняння (5.1) на фун-
кцiю (5.14). Тодi

μ0ϕ(U) · (Mdx+Ndy) = ϕ(U) · (μ0(Mdx+Ndy)
)
=

= ϕ(U) dU = d

(∫
ϕ(U)dU

)
,

тобто лiва частина рiвняння (5.1) є повним диференцiалом
функцiї

∫
ϕ(U)dU . Отже, кожна функцiя μ, визначена форму-

лою (5.14), є iнтегрувальним множником рiвняння (5.1). �
Формула (5.14) мiстить у собi безлiч iнтегрувальних мно-

жникiв, породжених μ0 i вiдповiдним йому iнтегралом. Вини-
кає питання: чи всi iнтегрувальнi множники мiстяться у цiй
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формулi? Вiдповiдь на це питання дає така теорема, яку наве-
демо без доведення (її доведення можна знайти, наприклад, у
[4, с. 110 – 111]).

Теорема 3. Два довiльнi iнтегрувальнi множники μ1(x, y)
i μ2(x, y) рiвняння (5.1) пов’язанi спiввiдношенням

μ2(x, y) = μ1(x, y)ϕ
(
U(x, y)

)
. (5.15)

Теорему 3 можна використати для практичного вiдшукання
iнтегрувального множника рiвняння (5.1). Припустимо, що це
рiвняння можна записати у виглядi

(M1 dx+N1 dy) + (M2 dx+N2 dy) = 0,

причому для кожної групи можна знайти iнтегрувальний мно-
жник. Нехай μ1 i U1 = U1(x, y) iнтегрувальний множник i за-
гальний iнтеграл рiвняння

M1 dx+N1 dy = 0,

а μ2 i U2 = U2(x, y) – iнтегрувальний множник i загальний
iнтеграл рiвняння

M2 dx+N2 dy = 0.

Тодi згiдно з (5.15) всi iнтегрувальнi множники першої групи
мiстяться у формулi μ = μ1ϕ(U1), а всi iнтегрувальнi множни-
ки другої групи – у формулi μ = μ2ψ(U2). Якщо вдасться ви-
брати функцiї ϕ i ψ так, щоб

μ1ϕ(U1) = μ2ψ(U2), (5.16)

то функцiя μ = μ1ϕ(U1) = μ2ψ(U2) буде iнтегрувальним мно-
жником усього рiвняння (5.1).

Часто вдається розбити рiвняння на двi групи, у кожнiй з
яких є рiвняння з вiдокремлюваними змiнними. Для рiвняння
з вiдокремлюваними змiнними

M1(x)N1(y) dx+M2(x)N2(y) dy = 0
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iнтегрувальним множником, зокрема, є функцiя 1
M2(x)N1(y)

.

Приклад 4. Знайти iнтегрувальний множник рiвняння(y
x
+ 3x2

)
dx+

(
1 +

x3

y

)
dy = 0.

Розв’язання. Розiб’ємо лiву частину рiвняння на двi групи:(y
x
dx+ dy

)
+

(
3x2 dx+

x3

y
dy

)
= 0

i знайдемо для рiвнянь

y

x
dx+ dy = 0, 3x2 dx+

x3

y
dy = 0

iнтегрувальнi множники та вiдповiднi iнтеграли:

μ1 = x, U1 = xy; μ2 = y, U2 = x3y.

З (5.16) маємо, що xϕ(xy) = yψ(x3y). Вiзьмемо ϕ(U) = U2,
ψ(U) = U , тодi x(xy)2 = y(x3y) = x3y2. Отже, μ(x, y) = x3y2. �
Рекомендована лiтература: [4, с. 96 – 112], [5, с. 86 – 96],

[6, с. 89 – 101], [7, с. 46 – 57], [16, с. 33 – 41].

Питання до лекцiї 5

1. Якими повиннi бути функцiї M(x, y) i N(x, y), щоб рiвняння
M(x, y)dx +N(x, y)dy = 0 було рiвнянням у повних диференцiалах?
Як формулюється необхiдна i достатня ознака того, щоб це рiвняння
було у повних диференцiалах?

2. Як зiнтегрувати рiвняння у повних диференцiалах? Який ви-
гляд має загальний iнтеграл такого рiвняння?

3. Що називають iнтегрувальним множником? Наведiть форму-
ли для знаходження iнтегрувальних множникiв вигляду μ(x), μ(y),
μ(ω(x, y)).

4. Як знайти особливi розв’язки рiвняння, для якого є вiдомим
його iнтегрувальний множник?

5. Чи кожне диференцiальне рiвняння M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0
має iнтегрувальний множник?

6. Яким спiввiдношенням пов’язанi два iнтегрувальнi множники
μ1 i μ2 рiвняння M(x, y)dx +N(x, y)dy = 0?
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Вправи до лекцiї 5

1. Серед наведених рiвнянь вiдшукайте рiвняння у повних дифе-
ренцiалах та зiнтегруйте його:

а) (yex − ey)dx = (xey − ex)dy; б) 3x2eydx + (x3ey − x)dy = 0;
в) (y sin 2x+ x)dx+ (y2 − cos 2x)dy = 0.

2. Знайдiть iнтегрувальний множник лiнiйного неоднорiдного
рiвняння y′ + p(x)y = q(x) та розв’яжiть це рiвняння за допомогою
цього множника (метод Ейлера).

3. Зiнтегруйте рiвняння за допомогою iнтегрувального множника
μ(ω):

а)
(
4xy − y2

x2
+ 3

)
dx+

(
x2 − 2y

x

)
dy = 0, ω = x;

б) (3x2 − 1)dx+
2x3 − 2x+ 3y

y
dy = 0, ω = y;

в) (3y − 2x2y2)dx = (x3y − x)dy, ω = xy.

4. Знайдiть iнтегрувальний множник рiвняння, використовуючи
метод розбиття на двi частини (п. 3):

а) y(x+ y2)dx+ x2(y − 1)dy = 0; б) (x2 − y)dx+ x(y + 1)dy = 0.
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Лекцiя 6. Неявнi диференцiальнi рiвняння
першого порядку

План

1. Основнi означення й поняття.
2. Задача Кошi. Класифiкацiя розв’язкiв.
3. Рiвняння степеня n.

1. Основнi означення й поняття. Неявним диферен-
цiальним рiвнянням першого порядку (диференцiальним
рiвнянням першого порядку, не розв’язаним вiдносно похiдної)
називають спiввiдношення вигляду

F (x, y, y′) = 0, (6.1)

де функцiя F (x, y, z) неперервна в деякiй областi D ⊂ R3.
Функцiю y = y(x), яка визначена i неперервно диферен-

цiйовна на iнтервалi (a, b), називають розв’язком рiвняння
(6.1), якщо на цьому iнтервалi вона перетворює його у тото-
жнiсть.

Якщо рiвняння (6.1) можна розв’язати через елементарнi
функцiї вiдносно y′, то одержимо одне або декiлька рiвнянь,
розв’язаних вiдносно похiдної:

y′ = fk(x, y), k = 1, 2, . . . , (6.2)

де fk(x, y) – дiйснi функцiї, тобто iнтегрування рiвняння (6.1)
зводиться до iнтегрування кожного з рiвнянь (6.2), основнi ти-
пи яких розглядались на лекцiях 2 – 5.

Приклад 1. Зiнтегрувати рiвняння y′2 − 9 3
√
y4 = 0.

Розв’язання. Задане рiвняння розпадається на два рiвняння
з вiдокремлюваними змiнними: y′ = 3 3

√
y2 i y′ = − 3 3

√
y2.

Загальними розв’язками цих рiвнянь є y = (x + C)3 i
y = −(x+C)3 вiдповiдно. З геометричної точки зору це означає,
що кожна з лiнiй y = (x+C)3 та y = −(x+C)3 є iнтегральною
кривою. Окрiм того, розв’язком рiвняння є y = 0 (рис. 6.1).



72 Роздiл 1. ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI РIВНЯННЯ ПЕРШОГО ПОРЯДКУ

O x

y

y
=

(x
+
C
)3

y
=
−(
x
+
C
)3

Рис. 6.1

Задане рiвняння має також безлiч розв’язкiв, якi можна
«склеїти» з частин наведених вище розв’язкiв. Наприклад, та-
кими розв’язками будуть функцiї

y =

{
0, якщо x � 1,
(x− 1)3, якщо x > 1,

y =

⎧⎨⎩
−(x+ 1)3, якщо x < −1,
0, якщо −1 � x � 1,
(x− 1)3, якщо x > 1,

графiки яких зображенi на рис. 6.2 i 6.3 вiдповiдно. Однак на-
далi такi розв’язки ми не розглядатимемо.
Вiдповiдь: y = (x+ C)3, y = −(x+ C)3, y = 0.

Неявне диференцiальне рiвняння (6.1), так само, як i рiв-
няння, розв’язане вiдносно похiдної, визначає на площинi Oxy
деяке поле напрямiв. Але тепер, як правило, у заданiй точцi
(x0, y0) матимемо не один, а декiлька напрямiв поля, бо, розв’я-
зуючи рiвняння F (x0, y0, y′) = 0 вiдносно y′, зазвичай одержу-
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ватимемо декiлька дiйсних розв’язкiв. Наприклад, рiвняння з
прикладу 1 визначає у кожнiй точцi (x0, y0), де y0 > 0, два на-
прями поля: y′ = 3 3

√
y20 i y

′ = −3 3
√
y20. У кожнiй точцi (x0, 0) осi

Ox це рiвняння визначає тiльки один напрям поля: y′|(x0,0) = 0.

�

O x

y

1
� �

O x

y

1−1
Рис. 6.2 рис. 6.3

2. Задача Кошi. Класифiкацiя розв’язкiв. Задача
Кошi для рiвняння (6.1) формулюється так само, як i для рiв-
няння, розв’язаного вiдносно похiдної: потрiбно знайти розв’я-
зок y = y(x) рiвняння (6.1), який задовольняє початкову умову

y(x0) = y0. (6.3)

При цьому, якщо розв’язкiв, якi задовольняють початкову умо-
ву (6.3), не бiльше, нiж кiлькiсть напрямiв поля, визначеного
рiвнянням (6.1) у цiй точцi, тобто не бiльше кiлькостi розв’язкiв
y′0 рiвняння F (x0, y0, y

′) = 0, то кажуть, що задача Кошi (6.1),
(6.3) має єдиний розв’язок. В iнакшому випадку вважають, що
єдинiсть розв’язку цiєї задачi порушується.

Нехай y′0 – один з дiйсних коренiв рiвняння (6.1). З’ясуємо
умови, за яких iснує єдина iнтегральна крива цього рiвняння,
що проходить через точку (x0, y0), причому дотична до неї у
цiй точцi утворює з додатним напрямом Ox кут α0, тангенс
якого дорiвнює y′0.

Теорема 1. Нехай лiва частина рiвняння (6.1) задовольняє
такi умови:
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1) функцiя F (x, y, y′) визначена i неперервна разом з ча-
стинними похiдними ∂F

∂y ,
∂F
∂y′ в деякому замкненому околi то-

чки (x0, y0, y
′
0);

2) F (x0, y0, y′0) = 0;

3) ∂F
∂y′

∣∣∣
(x0,y0,y′0)

�= 0.

Тодi рiвняння (6.1) має єдиний розв’язок y = y(x), визначений
i неперервно диференцiйовний у деякому околi точки x = x0,
який задовольняє початкову умову y(x0) = y0, i такий, що
y′(x0) = y′0.
Доведення. Умови, накладенi на функцiю F (x, y, y′), гаран-
тують iснування неявної функцiї двох змiнних. Тому рiвняння
(6.1) у деякому замкненому околi D точки (x0, y0, y

′
0) визначає

y′ як однозначну функцiю

y′ = f(x, y), (6.4)

причому функцiя f(x, y) – неперервна разом iз своїми частин-
ними похiдними першого порядку i

f(x0, y0) = y′0.

Отже, f(x, y) – неперервна функцiя в D i в цiй замкненiй
областi має обмежену похiдну за змiнною y. Тодi права частина
рiвняння (6.4) задовольняє умови теореми Кошi про iснування
та єдинiсть розв’язку. Тому на деякому iнтервалi iснує єдиний
розв’язок y = y(x) рiвняння (6.4), а отже, i рiвняння (6.1),
такий, що

y(x0) = y0.

Покажемо тепер, що y′(x0) = y′0. Якщо в рiвностi (6.4) по-
класти x = x0, то одержимо

y′(x0) = f(x0, y(x0)) = f(x0, y0) = y′0. �

Припустимо, що рiвняння (6.1) в околi точки (x0, y0) може
бути розв’язане вiдносно похiдної, тобто розпадається на суку-
пнiсть рiвнянь (6.2). Нехай кожне з цих рiвнянь має загальний
розв’язок

y = ϕk(x,C), k = 1, 2, . . . , (6.5)
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або загальний iнтеграл

Φk(x, y) = C, k = 1, 2, . . . , (6.6)

де C – довiльна стала. Тодi сукупнiсть загальних розв’язкiв
(6.5) (або сукупнiсть загальних iнтегралiв (6.6)) називають за-
гальним iнтегралом рiвняння (6.1).
Частинним розв’язком рiвняння (6.1) називають фун-

кцiю, утворену з якогось загального розв’язку (6.5) при певно-
му значеннi сталої C.
Особливим розв’язком називають розв’язок, у кожнiй

точцi якого порушується умова його єдиностi. Особливий
розв’язок не можна отримати з формули загального розв’язку
(загального iнтеграла) диференцiального рiвняння при жодно-
му значеннi сталої C.

З теореми 1 випливає, що особливi розв’язки можуть iсну-
вати лише у тих точках, де порушуються умови цiєї теореми.
Тобто якщо F (x, y, y′) неперервна i має неперервнi частиннi по-
хiднi першого порядку, то особливi розв’язки потрiбно шукати
серед тих точок, координати яких задовольняють систему{

F (x, y, p) = 0,
F ′
p(x, y, p) = 0,

p = y′.

Якщо ця система сумiсна, то, виключаючи параметр p,
отримаємо деяку множину точок ϕ(x, y) = 0, яка може бу-
ти особливим розв’язком рiвняння (6.1). Однак потрiбно ще
перевiрити, чи геометричне мiсце точок ϕ(x, y) = 0 є розв’яз-
ком заданого рiвняння, i чи у кожнiй його точцi порушується
властивiсть єдиностi розв’язку (тобто чи знайдений розв’язок
справдi є особливим).

Крiм наведеного способу знаходження особливого розв’язку
диференцiального рiвняння (6.1) iснує iнший спосiб, що ґрунту-
ється на поняттi обвiдної. Нагадаємо, що обвiдною називають
iнтегральну криву, яка у кожнiй точцi має спiльну дотичну з
однiєю з iнтегральних кривих, але на жоднiй дiлянцi не збiга-
ється з жодною з iнтегральних кривих.
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Виведемо необхiднi умови iснування обвiдної. Нехай

Φ(x, y, C) = 0 (6.7)

є загальним iнтегралом диференцiального рiвняння (6.1) i сiм’я
кривих (6.7) має обвiдну, рiвняння якої запишемо у параметри-
чнiй формi

x = x(t), y = y(t), (6.8)

де x(t), y(t) – диференцiйовнi функцiї на деякому промiжку
(α, β). Оскiльки обвiдна для рiзних t дотикається до рiзних
кривих iз сiм’ї (6.7), то величину C можна розглядати як фун-
кцiю змiнної t, тобто C = C(t). Припустимо, що C ′(t) �= 0,
t ∈ (α, β), оскiльки iнакше обвiдна у кожнiй своїй точцi бу-
де дотикатися до однiєї й тiєї самої iнтегральної кривої з сiм’ї
(6.7), а тому збiгатиметься з цiєю кривою.

Пiдставимо (6.8) у (6.7) та здиференцiюємо отриману тото-
жнiсть Φ

(
x(t), y(t), C(t)

)
= 0 за змiнною t:

Φ′
xx

′(t) + Φ′
yy

′(t) + Φ′
CC

′(t) = 0. (6.9)

Кутовий коефiцiєнт k дотичної до кривої iз сiм’ї (6.7) ви-
значається формулою

k = −Φ′
x

Φ′
y

(Φ′
y �= 0),

а кутовий коефiцiєнт k1 дотичної до обвiдної як

k1 =
y′(t)
x′(t)

.

Оскiльки k = k1, то

Φ′
xx

′(t) + Φ′
yy

′(t) = 0.

Тодi з (6.9) маємо

Φ′
C

(
x(t), y(t), C(t)

)
= 0,
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бо C ′(t) �= 0. Отже, якщо сiм’я кривих (6.7) має обвiдну i в ко-
жнiй точцi кривих з цiєї сiм’ї Φ′

x(x, y, C) �= 0 або Φ′
y(x, y, C) �= 0,

то умови {
Φ
(
x(t), y(t), C(t)

)
= 0,

Φ′
C

(
x(t), y(t), C(t)

)
= 0

(6.10)

є необхiдними для того, щоб крива (6.8) була обвiдною для сiм’ї
кривих (6.7).

Покажемо, що умови (6.10) у випадку, коли у кожнiй точцi
кривої (6.8) Φ′

x i Φ′
y одночасно не дорiвнюють нулю, є також

достатнiми для того, щоб ця крива була обвiдною для сiм’ї
кривих (6.7). Нехай, наприклад, Φ′

y

(
x(t), y(t), C(t)

) �= 0. Тодi,
диференцiюючи першу тотожнiсть системи (6.10) за змiнною
t, матимемо (6.9). Звiдси, згiдно з другим рiвнянням системи
(6.10),

Φ′
xx

′(t) + Φ′
yy

′(t) = 0.

Отже,
y′(t)
x′(t)

= −Φ′
x

Φ′
y

,

звiдки й випливає потрiбне твердження. Таким чином, одержа-
ли таке правило вiдшукання обвiдної:

1) скласти систему рiвнянь{
Φ(x, y, C) = 0,
Φ′
C(x, y, C) = 0,

(6.11)

де Φ(x, y, C) = 0 – загальний iнтеграл диференцiального рiвня-
ння (6.1);

2) iз системи (6.11) за допомогою виключення параметра C
знайти криву ϕ(x, y) = 0;

3) з кривої ϕ(x, y) = 0 вилучити точки, де Φ′
x i Φ′

y одноча-
сно дорiвнюють нулю. Решта кривої ϕ(x, y) = 0 i буде обвiдною
заданої сiм’ї iнтегральних кривих.
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3. Рiвняння степеня n. Розглянемо деякi типи неявних
диференцiальних рiвнянь вигляду (6.1), для яких iснують за-
гальнi методи розв’язання. Диференцiальне рiвняння вигляду

(y′)n + a1(x, y)(y
′)n−1 + . . .+ an−1(x, y)y

′ + an(x, y) = 0 (6.12)

називають рiвнянням першого порядку степеня n. Як
вiдомо з алгебри, рiвняння (6.12) визначає n значень для
y′. Якщо не враховувати комплекснi коренi, то матимемо m
(m � n) диференцiальних рiвнянь першого порядку, розв’яза-
них вiдносно похiдної:

y′ = f1(x, y), y
′ = f2(x, y), . . . , y

′ = fm(x, y). (6.13)

Сукупнiсть загальних розв’язкiв y = ϕk(x,C) або загаль-
них iнтегралiв Φk(x, y, C) = 0, k = 1, 2, . . . ,m, рiвнянь (6.13) є
загальним iнтегралом рiвняння (6.12). Його можна записати
також у виглядi(

y − ϕ1(x,C)
) · (y − ϕ2(x,C)

) · . . . · (y − ϕm(x,C)
)
= 0

або
Φ1(x, y, C) · Φ2(x, y, C) · . . . · Φm(x, y, C) = 0.

Якщо хоча б одне з рiвнянь (6.13) має особливi розв’язки,
то вони будуть також особливими розв’язками рiвняння (6.12).

Приклад 2. Зiнтегрувати рiвняння

x2y′2 + 2xyy′ + y2 − 4x = 0.

Розв’язання. Маємо квадратне рiвняння вiдносно y′. Його
дискримiнант D/4 = x2y2 − x2(y2 − 4x) = 4x3. Розв’язуючи
квадратне рiвняння, одержуємо два лiнiйнi диференцiальнi рiв-
няння (лекцiя 4):

y′ = −y
x
+

2√
x

i y′ = −y
x
− 2√

x
.

Зiнтегруємо перше з них методом Лагранжа. Загальним
розв’язком вiдповiдного однорiдного рiвняння y′ + y

x = 0 є
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y = C
x . Отже, розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння шу-

каємо у виглядi y = C(x)
x . Пiдставивши цю функцiю у рiвняння,

одержуємо:

C ′(x)
x
− C(x)

x2
= −C(x)

x2
+

2√
x
⇒ C ′(x) = 2

√
x ⇒

C(x) =
4

3
x
√
x+ C ⇒ y =

4

3

√
x+

C

x
.

Аналогiчно можна показати, що загальним розв’язком рiв-
няння y′ = − y

x − 2√
x
є y = −4

3

√
x+ C

x , де C – довiльна стала.
Вiдповiдь: y = ± 4

3

√
x+ C

x .

Легко iнтегрується рiвняння, яке мiстить тiльки по-
хiдну, тобто рiвняння вигляду

F (y′) = 0. (6.14)

Це рiвняння може, зокрема, бути окремим випадком рiвняння
(6.12). Нехай рiвняння (6.14) має деяку (скiнченну або нескiн-
ченну) кiлькiсть дiйсних розв’язкiв y′ = kj , j = 1, 2, . . . , де kj –
сталi. Далi, оскiльки

y′ = kj ⇒ y = kjx+ C ⇒ kj =
y − C
x

,

то одержуємо загальний iнтеграл цього рiвняння

F

(
y − C
x

)
= 0. (6.15)

Приклад 3. Зiнтегрувати рiвняння y′3 − 5y′2 + 7 = 0.
Розв’язання. Загальний iнтеграл знаходимо за формулою
(6.15): (

y − C
x

)3

− 5

(
y − C
x

)2

+ 7 = 0 ⇒

(y − C)3 − 5x(y − C)2 + 7x3 = 0. �

Рекомендована лiтература: [1, с. 71 – 78], [3, с. 59 – 67],
[6, с. 125 – 126, 131 – 150], [7, с. 58 – 86], [16, с. 42 – 49].
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Питання до лекцiї 6

1. Який загальний вигляд має неявне диференцiальне рiвняння
першого порядку? Яку функцiю називають розв’язком такого рiвня-
ння?

2. Як побудувати поле напрямiв, задане неявним диференцiаль-
ним рiвнянням першого порядку?

3. Як формулюється задача Кошi для неявного диференцiально-
го рiвняння першого порядку? Коли розв’язок цiєї задачi єдиний?

4. Як формулюється теорема про iснування єдиного розв’язку
задачi Кошi для неявного диференцiального рiвняння першого по-
рядку?

5. Яке неявне диференцiальне рiвняння називають рiвнянням
першого порядку степеня n? Як воно iнтегрується?

6. Який вигляд має загальний iнтеграл рiвняння F (y′) = 0?

Вправи до лекцiї 6

1. Зiнтегруйте рiвняння та видiлiть iнтегральнi кривi, якi прохо-
дять через задану точку:

а) y′2 = 4y, M(1, 0); б) yy′2 − (xy + 1)y′ + x = 0, M(1, 1).

2. Знайдiть за виглядом рiвнянь кривi, пiдозрiлi на особливi
розв’язки, i перевiрте, чи будуть вони особливими розв’язками:

а) y′2 = y2; б) y′2 − 2yy′ + x2 = 0.

3. Зiнтегруйте рiвняння, розв’язавши їх спочатку вiдносно похi-
дної:

а) y′2 − (2x+ y)y′ + 2xy = 0; б) y′3 − y′e4x = 0.

4. Зiнтегруйте рiвняння:

а) ey
′
+ 2y′ = 1; б) y′3 + 2y′2 − y′ + 3 = 0.
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Лекцiя 7. Неявнi диференцiальнi рiвняння
першого порядку (продовження)

План

1. Метод введення параметра.
2. Рiвняння Лагранжа та рiвняння Клеро.
3. Задача про iзогональнi траєкторiї.

1. Метод введення параметра. Нехай неявне диферен-
цiальне рiвняння

F (x, y, y′) = 0 (7.1)

можна розв’язати вiдносно y, тобто

y = f(x, y′). (7.2)

Тодi можна використати метод введення параметра.
Якщо позначити y′ = p(x), то з (7.2) маємо спiввiдношення

y = f(x, p), (7.3)

диференцiюючи яке, одержуємо:

dy =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂p
dp ⇒ y′dx =

∂f

∂x
dx+

∂f

∂p
dp ⇒

pdx =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂p
dp. (7.4)

Припустимо, що вдалось знайти загальний розв’язок
x = ϕ(p,C) рiвняння (7.4). Тодi, пiдставляючи його у (7.3),
одержуємо загальний розв’язок рiвняння (7.2) у параметричнiй
формi

x = ϕ(p,C), y = f
(
ϕ(p,C), p

)
.

Якщо вдасться знайти загальний розв’язок рiвняння (7.4)
у виглядi p = h(x,C), то, пiдставивши його у (7.3), отри-
маємо загальний розв’язок рiвняння (7.2) у явному виглядi
y = f(x, h(x,C)).
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Якщо рiвняння (7.4) має особливий розв’язок p = ψ(x), то
функцiя y = f (x, ψ(x)) може бути особливим розв’язком рiв-
няння (7.2).

Приклад 1. Зiнтегрувати рiвняння y = y′2 − 3xy′ + 3x2.
Розв’язання. Нехай y′ = p. Тодi

y = p2 − 3xp+ 3x2. (7.5)

Здиференцiюємо (7.5), враховуючи, що dy = y′dx = pdx:

dy = 2pdp− 3xdp − 3pdx+ 6xdx ⇒
pdx = (2p − 3x)dp − (3p− 6x)dx ⇒
(2p − 3x)dp − 2(2p − 3x)dx = 0 ⇒

(2p − 3x)(dp − 2dx) = 0 ⇒ dp = 2dx або 2p− 3x = 0.

Отже, одержали два рiвняння. З першого з них знаходимо
p = 2x + C. Пiдставляючи знайдене значення p у (7.5), одер-
жуємо загальний розв’язок

y = (2x+ C)2 − 3x(2x +C) + 3x2 ⇒ y = x2 + Cx+ C2.

З рiвняння 2p − 3x = 0 знаходимо p = 3x/2, а тому y = 3x2
/
4.

Цей розв’язок особливий.
Вiдповiдь: y = x2 + Cx+C2, y = 3x2

/
4.

Нехай рiвняння (7.1) можна розв’язати вiдносно x, тобто
воно має вигляд

x = f(y, y′). (7.6)

Це рiвняння також можна розв’язувати методом введен-
ня параметра. Позначимо y′ = p(y). Тодi, враховуючи, що
dx = dy

y′ , маємо

x = f(y, p) ⇒ dx =
∂f

∂y
dy +

∂f

∂p
dp ⇒

dy

p
=
∂f

∂y
dy +

∂f

∂p
dp. (7.7)
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Припустимо, що знайдено загальний розв’язок y = ϕ(p,C)
рiвняння (7.7). Пiдставляючи його у x = f(y, p), одержуємо за-
гальний розв’язок рiвняння (7.6) у параметричнiй формi

x = f
(
ϕ(p,C), p

)
, y = ϕ(p,C).

Якщо вдасться знайти загальний розв’язок рiвняння (7.7) у
виглядi p = h(y,C), то матимемо загальний розв’язок рiвняння
(7.6) у явному виглядi x = f(y, h(y,C)).

Якщо рiвняння (7.7) має особливий розв’язок p = ψ(y), то
функцiя x = f (y, ψ(y)) може бути особливим розв’язком рiв-
няння (7.6).

Приклад 2. Зiнтегрувати рiвняння x = y′4 + 2y′.
Розв’язання. Нехай y′ = p. Тодi x = p4 + 2p. Далi маємо:

dx = 4p3dp + 2dp ⇒ dy

p
= 4p3dp+ 2dp ⇒

dy = (4p4 + 2p)dp ⇒ y =
4p5

5
+ p2 + C.

Вiдповiдь: x = p4 + 2p, y = 4p5
/
5 + p2 + C.

2. Рiвняння Лагранжа та рiвняння Клеро. Окремим
випадком рiвняння (7.2) є рiвняння вигляду

y = xϕ(y′) + ψ(y′). (7.8)

Якщо функцiя ϕ(y′) тотожно не збiгається з y′, то (7.8) назива-
ють рiвнянням Лагранжа. Як бачимо, рiвняння Лагранжа
лiнiйне вiдносно x i y.

Нехай y′ = p. Тодi

y = xϕ(p) + ψ(p). (7.9)

Здиференцiюємо (7.9), беручи до уваги, що dy = pdx:

dy = ϕ(p)dx+ xϕ′(p)dp+ ψ′(p)dp ⇒
(p− ϕ(p))dx = (xϕ′(p) + ψ′(p))dp (p �= ϕ(p)) ⇒

dx

dp
− xϕ′(p)
p− ϕ(p) =

ψ′(p)
p− ϕ(p) .
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Останнє рiвняння є лiнiйним вiдносно функцiї x(p). Iнтегрую-
чи його за формулою (4.6) з лекцiї 4, одержимо x = ω(p,C),
що разом з (7.9) визначатиме загальний розв’язок рiвняння Ла-
гранжа у параметричнiй формi.

Якщо рiвняння p = ϕ(p) має дiйснi коренi p = pi, то, пiд-
ставляючи їх у рiвняння (7.8), одержуємо y = xϕ(pi) + ψ(pi).
Цi розв’язки рiвняння Лагранжа (з геометричної точки зору –
прямi) можуть бути особливими.

Приклад 3. Зiнтегрувати рiвняння y = 2xy′ − ln y′.
Розв’язання. Нехай y′ = p. Тодi

y = 2xp− ln p ⇒ dy = 2xdp + 2pdx− 1

p
dp ⇒

pdx = (2x− 1

p
)dp + 2pdx ⇒ pdx+ (2x− 1

p
)dp = 0 ⇒

dx

dp
+

2

p
x =

1

p2
(p �= 0).

Розв’язуючи одержане лiнiйне рiвняння (лекцiя 4), знаходимо,
що x = (p + C)/p2. Пiдставляючи цей вираз x у рiвнiсть y =
= 2xp− ln p, знаходимо y = 2(p + C)/p− ln p. Отже, загальним
розв’язком у параметричнiй формi є

x =
p+ C

p2
, y =

2(p + C)

p
− ln p.

Якщо p = 0, то, пiдставляючи його у y = 2xp− ln p, переко-
нуємось, що ця функцiя не є розв’язком, бо ln 0 не iснує.
Вiдповiдь: x = (p+ C)/p2, y = 2xp− ln p.

Розглянемо окремий випадок рiвняння Лагранжа, коли
ϕ(y′) ≡ y′:

y = xy′ + ψ(y′). (7.10)

Рiвняння (7.10) називають рiвнянням Клеро. Iнтегруючи йо-
го за тiєю самою схемою, що i рiвняння Лагранжа, маємо:

y′ = p ⇒ y = xp+ ψ(p) ⇒
pdx = xdp + pdx+ ψ′(p)dp ⇒

dp · (x+ ψ′(p)) = 0 ⇒ dp = 0 або x+ ψ′(p) = 0.
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З першого рiвняння знаходимо p = C i, пiдставляючи у фор-
мулу y = xp + ψ(p), одержуємо загальний розв’язок рiвняння
Клеро:

y = xC + ψ(C). (7.11)

Легко бачити, що з геометричної точки зору загальний роз-
в’язок рiвняння Клеро є однопараметричною сiм’єю прямих, а
для його одержання потрiбно у рiвняннi (7.10) замiнити похi-
дну y′ на сталу C.

З рiвняння x + ψ′(p) = 0 знаходимо x = −ψ′(p). Пiдстав-
ляючи цей вираз у формулу y = xp + ψ(p), одержуємо, що
y = ψ′(p)p+ ψ(p). Таким чином, маємо розв’язок{

x = −ψ′(p),
y = ψ′(p)·p + ψ(p).

(7.12)

Розв’язок (7.12) зазвичай є особливим i у цьому випадку з гео-
метричної точки зору маємо обвiдну сiм’ї (7.11). Справдi, вiд-
шукуючи криву, пiдозрiлу на обвiдну сiм’ї (7.11), за правилом,
вказаним наприкiнцi другого пункту лекцiї 6, маємо систему{

y = xC + ψ(C),
0 = x+ ψ′(C),

друге рiвняння якої одержане з першого диференцiюванням за
параметром C. Звiдси легко знаходимо{

x = −ψ′(C),
y = −ψ′(C)C + ψ(C),

тобто систему, яка вiдрiзняється вiд (7.12) тiльки позначенням
параметра.

Приклад 4. Зiнтегрувати рiвняння y = xy′ − y′3.
Розв’язання. Нехай y′ = p. Тодi

y = xp− p3 ⇒ dy = xdp+ pdx− 3p2dp ⇒
(x− 3p2)dp = 0 ⇒ dp = 0 або x− 3p2 = 0.
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З рiвняння dp = 0 знаходимо, що p = C. Пiдставляючи
p = C у рiвнiсть y = xp − p3, одержуємо загальний розв’язок
заданого рiвняння y = Cx− C3.

Якщо x = 3p2, то y = 3p3 − p3 = 2p3. Таким чином, осо-
бливим розв’язком є x = 3p2, y = 2p3. Виключивши звiдси
параметр p, одержуємо особливий розв’язок у явному виглядi
y = ±2

√
x3

27 або в неявнiй формi 27y2 = 4x3.
Вiдповiдь: y = Cx− C3, 27y2 = 4x3.

3. Задача про iзогональнi траєкторiї. Як ще один при-
клад одного з багатьох геометричних застосувань диференцi-
альних рiвнянь першого порядку розглянемо задачу про iзого-
нальнi траєкторiї.

Якщо крива L1 перетинає усi кривi L заданої сiм’ї пiд одна-
ковим кутом α, то її називають iзогональною траєкторiєю
цiєї сiм’ї1)(рис. 7.1). Якщо, зокрема, α = π

2 , то iзогональну тра-
єкторiю називають ортогональною.

�

xO

y

M(x1, y1)

L1

L L

L

ϕ
ϕ1

α

α

α

Рис. 7.1

Знайдемо сiм’ю iзогональних траєкторiй заданої однопара-
метричної сiм’ї кривих

Φ(x, y, C) = 0, (7.13)
1)Кутом мiж двома кривими у точцi їх перетину називають кут мiж

дотичними до них у цiй точцi.
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де C – параметр. Для цього спочатку складемо диференцiальне
рiвняння сiм’ї (7.13) (п. 3 лекцiї 1), виключивши параметр C iз
системи {

Φ(x, y, C) = 0,
∂Φ(x,y,C)

∂x + ∂Φ(x,y,C)
∂y · y′ = 0.

У результатi одержимо диференцiальне рiвняння сiм’ї (7.13)
вигляду

F (x, y, y′) = 0. (7.14)

Тепер визначимо спiввiдношення мiж кутовими коефiцiєн-
тами дотичних до кривої сiм’ї (7.14) i до iзогональної траєкторiї
в точцi їх перетину. НехайM(x1, y1) – довiльна точка iзогональ-
ної траєкторiї, ϕ i ϕ1 – кути, якi утворюють з вiссю Ox дотичнi
до деякої кривої сiм’ї (7.14) в точцi M i до iзогональної трає-
кторiї в цiй самiй точцi вiдповiдно (рис. 7.1). Тодi

ϕ1 = ϕ+ α,

причому

tgϕ1 =
dy1
dx1

, tgϕ =
dy

dx
.

Припустимо спочатку, що α �= π
2 , i позначимо tgα через k.

Маємо ϕ = ϕ1 − α, а тому

tgϕ = tg(ϕ1 − α) = tgϕ1 − tg α

1 + tg α tgϕ1

або
dy

dx
=

dy1
dx1
− k

1 + k dy1dx1

. (7.15)

Рiвнiсть (7.15) встановлює шуканий зв’язок мiж напрямом
дотичної в будь-якiй точцi M траєкторiї L1 i напрямом доти-
чної до кривої L сiм’ї (7.14), що проходить через цю точку.

Тодi диференцiальне рiвняння сiм’ї iзогональних траєкто-
рiй має вигляд

F

(
x1, y1,

dy1
dx1
− k

1 + k dy1dx1

)
= 0
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або, перепозначивши x1 i y1 вiдповiдно через x i y,

F

(
x, y,

y′ − k
1 + ky′

)
= 0. (7.16)

Зiнтегрувавши рiвняння (7.16), знайдемо шукану сiм’ю iзого-
нальних траєкторiй.

Якщо α = π
2 , то

tgϕ = tg
(
ϕ1 − π

2

)
= − tg

(π
2
− ϕ1

)
= − ctgϕ1 = − 1

tgϕ1
,

а отже, замiсть (7.15) маємо спiввiдношення

dy

dx
= − 1

dy1
dx1

.

Замiнивши в (7.14) y′ на − 1
dy1
dx1

, отримуємо диференцiальне рiв-

няння сiм’ї ортогональних траєкторiй

F

(
x1, y1,− 1

dy1
dx1

)
= 0

або, перепозначивши x1 i y1 через x i y,

F

(
x, y,− 1

y′

)
= 0. (7.17)

Зiнтегрувавши рiвняння (7.17), знайдемо шукану сiм’ю ортого-
нальних траєкторiй.

Приклад 5. Скласти диференцiальне рiвняння iзогональ-
них траєкторiй сiм’ї кiл x2 + y2 = C, що перетинають їх пiд
кутом α = π

4 .
Розв’язання. Складемо диференцiальне рiвняння заданої
сiм’ї кiл. Позначимо Φ(x, y, C) ≡ x2 + y2 − C, тодi Φ′

x +Φ′
yy

′ ≡
≡ 2x+ 2yy′. Виключаючи параметр C з системи{

x2 + y2 = C,
2x+ 2yy′ = 0,
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одержуємо диференцiальне рiвняння x+ yy′ = 0.
З формули (7.16) випливає, що шуканим диференцiальним

рiвнянням iзогональних траєкторiй є

x+ y
y′ − 1

1 + y′
= 0 ⇒ x+ xy′ + yy′ − y = 0 ⇒
x− y + (x+ y)y′ = 0. �

Приклад 6. Скласти диференцiальне рiвняння ортого-
нальних траєкторiй сiм’ї кiл x2 + y2 = C.
Розв’язання. Диференцiальне рiвняння x + yy′ = 0 заданої
сiм’ї кiл було одержане у попередньому прикладi. З формули
(7.17) випливає, що шуканим диференцiальним рiвнянням ор-
тогональних траєкторiй є

x+ y

(
− 1

y′

)
= 0 ⇒ xy′ = y. �

Рекомендована лiтература: [2, с. 73 – 81, 106 – 112], [4,
с. 125 – 147], [5, с. 112 – 131], [7, с. 66 – 76, 86 – 89], [16, с. 42 –
49].

Питання до лекцiї 7

1. Яка замiна використовується для iнтегрування рiвняння
y = f(x, y′)? Чи може це рiвняння мати особливi розв’язки?

2. Яка замiна використовується для iнтегрування рiвняння
x = f(y, y′)?

3. Який вигляд має рiвняння Лагранжа? Яку замiну використо-
вують для iнтегрування цього рiвняння? Якi кривi можуть бути його
особливими розв’язками?

4. Який вигляд має рiвняння Клеро? Як знайти загальний i осо-
бливий розв’язки цього рiвняння?

5. Що таке iзогональна траєкторiя заданої сiм’ї кривих на пло-
щинi? Як побудувати диференцiальне рiвняння сiм’ї iзогональних
траєкторiй?

6. Що таке ортогональна траєкторiя заданої сiм’ї кривих на пло-
щинi? Як побудувати диференцiальне рiвняння сiм’ї ортогональних
траєкторiй?
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Вправи до лекцiї 7

1. Зiнтегруйте рiвняння:

а) y = (y′ − 1)ey
′
; б) x(y′2 − 1) = 2y′.

2. Серед наведених рiвнянь вiдшукайте рiвняння Лагранжа та
зiнтегруйте його:

а) y′ = 2xy − 3y′2; б) y = 2xy′ − 3y′2; в) y = xy′ − 3y′2.

3. Серед наведених рiвнянь вiдшукайте рiвняння Клеро та зiнте-
груйте його:

а) y′ = 2xy + 3y′2; б) y = xy′ + 3xy′2; в) y − xy′ −
√
1− y′2 = 0.

4. Знайдiть iзогональнi траєкторiї сiм’ї прямих y = Cx, якi пере-
тинають цi прямi пiд кутом 60◦.

5. Знайдiть ортогональнi траєкторiї сiм’ї прямих y = Cx.

Лекцiя 8. Основнi властивостi розв’язкiв
диференцiальних рiвнянь першого порядку

План

1. Принцип стискаючих вiдображень.
2. Теорема iснування та єдиностi розв’язку задачi Кошi.
3. Продовження розв’язку задачi Кошi.
4. Коректнiсть задачi Кошi.

1. Принцип стискаючих вiдображень. Метричним
простором називають множину W = {x} елементiв x довiль-
ної природи, якщо для будь-якої пари елементiв x, y ∈ W за
певним правилом введено метрику (вiдстань), тобто число-
ву функцiю ρ(x, y), яка задовольняє такi властивостi (аксiоми):

1) ρ(x, y) � 0, причому ρ(x, y) = 0 тодi i тiльки тодi, коли
x = y;

2) ρ(x, y) = ρ(y, x);
3) ρ(x, y) � ρ(x, z) + ρ(z, y) (для будь-яких x, y, z ∈W ).
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Елементи метричного простору називатимемо також то-
чками цього простору.

Наведемо два важливi приклади метричних просторiв.
1. Сукупнiсть дiйсних n-вимiрних векторiв x =

= (x1, x2, . . . , xn) з метрикою

ρ(x, y) =

√√√√ n∑
k=1

|xk − yk|2

є метричним простором. Його називають n-вимiрним евклi-
довим простором i позначають Rn.

2. Сукупнiсть дiйсних неперервних на вiдрiзку [a, b] фун-
кцiй y(t) з метрикою

ρ (x(t), y(t)) = max
t∈[a,b]

|x(t)− y(t)|

також є метричним простором. Цей простiр позначають C[a, b].
Для обох просторiв властивостi з означення метрики легко

перевiряються.
Послiдовнiсть x1, x2, x3, . . . елементiв метричного простору

W називають фундаментальною, якщо lim
n→∞ ρ(xn, xn+p) = 0

для довiльного цiлого p.
Метричний простiр W називають повним, якщо у ньому

будь-яка фундаментальна послiдовнiсть x1, x2, x3, . . . збiгає-
ться до деякого елемента цього ж простору. Важливими при-
кладами повних просторiв є простори Rn (n � 1) i C[a, b].

Нехай у повному метричному просторi W заданий опера-
тор (вiдображення, функцiя) A, який кожному елементу про-
стору W ставить у вiдповiднiсть елемент цього ж простору:

y = Ax, x, y ∈W.
Тодi кажуть, що оператор A вiдображає простiр W у себе.

Оператор A називають стискаючим, якщо iснує таке чи-
сло α, 0 � α < 1, що для будь-яких елементiв x, y ∈W

ρ(Ax,Ay) � αρ(x, y). (8.1)
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Число α при цьому називають коефiцiєнтом стиснення.
Елемент ϕ ∈ W називають нерухомою точкою опера-

тора A, якщо Aϕ = ϕ. Iнакше кажучи, нерухомi точки – це
розв’язки рiвняння Ax = x.

Вiдзначимо, що багато питань, пов’язаних з iснуванням та
єдинiстю розв’язкiв рiвнянь рiзних типiв, можна звести до пи-
тання про iснування нерухомої точки деякого вiдображення A
метричного простору у себе. Однiєю з найважливiших умов
iснування нерухомої точки є принцип стискаючих вiд-
ображень, вперше сформульований С. Банахом. Цей прин-
цип є теоретичною основою методу послiдовних набли-
жень (методу iтерацiй), який широко використовується
для наближеного розв’язування диференцiальних, iнтеграль-
них та алгебричних рiвнянь.

Теорема 1 (принцип стискаючих вiдображень). Якщо
стискаючий оператор A вiдображає повний метричний про-
стiр W у себе, то iснує єдина нерухома точка ϕ цього опера-
тора. Її можна знайти за формулою

ϕ = lim
n→∞xn (xn = Axn−1, n = 1, 2, . . . ),

причому елемент x0 у просторi W можна вибрати довiльно.
Доведення. Вiзьмемо довiльний елемент x0 ∈ W i побудуємо
послiдовнiсть елементiв

x0, x1 = Ax0, x2 = Ax1 = A(Ax0) = A2x0, . . . ,
xn = Axn−1 = Anx0, . . .

}
(8.2)

Покажемо, що ця послiдовнiсть фундаментальна. Для цього,
використовуючи (8.1), оцiнимо спочатку вiдстанi мiж сусiднiми
елементами простору W :

ρ(x2, x1) = ρ(Ax1, Ax0) � αρ(x1, x0),

ρ(x3, x2) = ρ(Ax2, Ax1) � αρ(x2, x1) � α2ρ(x1, x0),
. . . ,

ρ(xn+1, xn) = ρ(Axn, Axn−1) �
� αρ(xn, xn−1) � . . . � αnρ(x1, x0), . . .

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭
(8.3)
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Використовуючи оцiнки (8.3), а також p − 1 разiв властивiсть
3 з означення метрики, одержуємо

ρ(xn, xn+p) �
� ρ(xn, xn+1) + ρ(xn+1, xn+2) + . . .+ ρ(xn+p−1, xn+p) �

�
(
αn + αn+1 + . . .+ αn+p−1

)
ρ(x1, x0) =

=
αn − αn+p

1− α ρ(x1, x0) �
αn

1− αρ(x1, x0)

для достатньо великого n. Отже,

ρ(xn, xn+p) �
αn

1− αρ(x1, x0). (8.4)

Оскiльки 0 � α < 1, то з (8.4) випливає, що для досить ве-
ликих n величина ρ(xn, xn+p) є як завгодно малою, тобто
ρ(xn, xn+p) � ε, а отже, x1, x2, x3, . . . – фундаментальна по-
слiдовнiсть. Оскiльки W – повний простiр, то ця послiдовнiсть
має границю, яку позначимо ϕ = lim

n→∞xn.

Iз спiввiдношень

ρ(Aϕ,ϕ) � ρ(Aϕ, xn) + ρ(xn, ϕ) = ρ(Aϕ,Axn−1) + ρ(xn, ϕ) �
� αρ(ϕ, xn−1) + ρ(xn, ϕ) →

n→∞ 0

випливає, що ρ(Aϕ,ϕ) = 0, а отже, Aϕ = ϕ, тобто ϕ є нерухо-
мою точкою вiдображення A.

Для доведення єдиностi нерухомої точки припустимо, що
iснує ще одна нерухома точка ψ вiдображення A, тобто Aψ = ψ.
Тодi

ρ(ϕ,ψ) = ρ(Aϕ,Aψ) � αρ(ϕ,ψ) ⇒
ρ(ϕ,ψ)(1 − α) � 0 ⇒ ρ(ϕ,ψ) = 0.

З рiвностi ρ(ϕ,ψ) = 0, враховуючи першу властивiсть метри-
ки, одержуємо, що ψ = ϕ, тобто ϕ – єдина нерухома точка
вiдображення A. �

Елементи x0, x1, x2, . . . у (8.2) називають послiдовними
наближеннями нерухомої точки ϕ.
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Наголошуємо, що вибiр початкового наближення x0 ∈ W є
довiльним i впливає лише на швидкiсть збiжностi послiдовностi
x1, x2, x3, . . . до своєї границi ϕ.

2. Теорема iснування та єдиностi розв’язку задачi
Кошi. Використовуючи принцип стискаючих вiдображень, до-
ведемо теорему про iснування та єдинiсть розв’язку задачi Ко-
шi для диференцiального рiвняння першого порядку, розв’яза-
ного вiдносно похiдної1):

y′ = f(x, y), (8.5)

y(x0) = y0. (8.6)

Теорема 2 (Кошi). Нехай функцiя f(x, y) визначена у
прямокутнику

D =
{
(x, y) : x0 − a � x � x0 + a, y0 − b � y � y0 + b

}
,

де a, b > 0, i задовольняє у ньому такi умови:
1) f(x, y) неперервна, а отже, й обмежена (|f(x, y)| �M);
2) частинна похiдна ∂f

∂y iснує та обмежена
(∣∣∣∂f∂y ∣∣∣ � L

)
.

Тодi задача Кошi (8.5), (8.6) має єдиний розв’язок y = y(x) при-
наймнi на вiдрiзку G = {x : x0 − h � x � x0 + h}, де

h < min

(
a,

b

M
,
1

L

)
.

Доведення. Покажемо спочатку, що задача Кошi (8.5), (8.6)
рiвносильна iнтегральному рiвнянню2)

y(x) = y0 +

x∫
x0

f(t, y(t)) dt. (8.7)

1)Ця теорема без доведення наведена у п. 2 лекцiї 2.
2)Iнтегральне рiвняння – це рiвняння, в якому невiдома функцiя зна-

ходиться пiд знаком iнтеграла.
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Справдi, якщо неперервна функцiя y(x) є розв’язком iнте-
грального рiвняння (8.7), то, диференцiюючи (8.7), одержує-
мо, що y′ = f (x, y(x)) i, очевидно, y(x0) = y0. Таким чином,
функцiя y(x) є розв’язком задачi Кошi (8.5), (8.6).

Навпаки, нехай y(x) – розв’язок задачi (8.5), (8.6), тобто
y′(x) ≡ f (x, y(x)) i y(x0) = y0. Тодi iнтегруючи цю тотожнiсть
у межах вiд x0 до x, одержуємо

x∫
x0

y′(t)dt =
x∫

x0

f(t, y(t)) dt ⇒ y(x)− y0 =
x∫

x0

f(t, y(t)) dt,

тобто y(x) є розв’язком iнтегрального рiвняння (8.7).
Надалi дослiджуватимемо рiвняння (8.7).
Позначимо через W множину неперервних функцiй

y = y(x), якi заданi на вiдрiзку G i задовольняють на ньому
нерiвнiсть |y(x)− y0| � b. На множинi W введемо метрику

ρ(y, z) = max
x∈G
|y(x)− z(x)|, y, z ∈W.

Таким чином, W – метричний простiр. Цей простiр є повним.
Справдi, якщо послiдовнiсть функцiй yn = yn(x), yn ∈W, є
фундаментальною, то вона, як вiдомо з математичного ана-
лiзу, рiвномiрно збiгається на вiдрiзку G до деякої неперервної
на цьому вiдрiзку функцiї y = y(x). Для функцiй yn ∈ W ви-
конуються нерiвностi

|yn(x)− y0| � b, x ∈ G, n = 1, 2, . . . ,

пiсля переходу до границi при n → ∞ у яких отримуємо
|y(x)−y0| � b. Але тодi y ∈W, звiдки випливає, щоW – повний
простiр.

Праву частину iнтегрального рiвняння (8.7) природно роз-
глядати як деяке iнтегральне перетворення неперервної фун-
кцiї y(x). Рiвнiсть

z(x) = y0 +

x∫
x0

f
(
t, y(t)

)
dt (8.8)
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ставить у вiдповiднiсть кожнiй функцiї y ∈W деяку функцiю
z ∈W. Справдi, якщо y ∈W, то y(x) неперервна функцiя, гра-
фiк якої належить прямокутнику

D1 =
{
(x, y) : x0 − h � x � x0 + h, y0 − b � y � y0 + b

}
,

тому на пiдставi неперервностi функцiї f(x, y) в D1 права ча-
стина рiвняння (8.8) є неперервною функцiєю вiд x, тобто z(x) –
неперервна функцiя на вiдрiзку G. Далi, використовуючи вiдо-
му з математичного аналiзу нерiвнiсть∣∣∣∣∫ b

a
g(x)dx

∣∣∣∣ � ∣∣∣∣∫ b

a
|g(x)| dx

∣∣∣∣, (8.9)

одержуємо, що

|z(x)− y0| �
∣∣∣∣∫ x

x0

f(t, y(t))dt

∣∣∣∣ � ∣∣∣∣∫ x

x0

|f(t, y(t))| dt
∣∣∣∣ �

�M |x− x0| �Mh �M · b
M

= b,

звiдки випливає, що z ∈W.
Отже, кожнiй неперервнiй функцiї y(x) формула (8.8) ста-

вить у вiдповiднiсть неперервну функцiю z(x). Результат вико-
нання цього перетворення позначимо через Ay:

Ay ≡ y0 +
x∫

x0

f(t, y(t))dt.

Таким чином, можемо вважати, що рiвнiсть (8.8) визначає опе-
ратор

z = Ay (y, z ∈W ),

який переводить повний простiр W у себе (такий оператор на-
зивають iнтегральним оператором Фредгольма). Пока-
жемо, що цей оператор є стискаючим. Справдi, якщо z1 = Ay1,
z2 = Ay2 (y1, y2 ∈W ), то, використовуючи (8.8), (8.9), умову те-
ореми про обмеженiсть частинної похiдної ∂f∂y , а також теорему
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Лагранжа про скiнченнi прирости, одержуємо

|z1 − z2| =
∣∣∣∣y0 +∫ x

x0

f(t, y1(t))dt− y0 −
∫ x

x0

f(t, y2(t))dt

∣∣∣∣ �
�
∣∣∣∣∫ x

x0

|y1(t)− y2(t)| ·
∣∣f ′y(t, ω(t))∣∣ dt∣∣∣∣ � ∣∣∣∣∫ x

x0

ρ(y1, y2)Ldt

∣∣∣∣ �
� ρ(y1, y2)L |x− x0| � Lhρ(y1, y2) = αρ(y1, y2), (8.10)

де ω ∈ [y1, y2], а число α = Lh задовольняє нерiвнiсть 0 � α < 1
(за умовою h < 1/L).

З (8.10) випливає, що

ρ(z1, z2) = max
x∈G
|z1(x)− z2(x)| � αρ(y1, y2),

а отже, згiдно з принципом стискаючих вiдображень (теоре-
ма 1) у просторi W iснує єдина функцiя (нерухома точка)
y ∈W, для якої y = Ay, iнакше кажучи, функцiя, яка є розв’яз-
ком рiвняння (8.7), а отже, й розв’язком задачi Кошi (8.5),
(8.6). �
Зауваження 1. Застосовуючи метод послiдовних набли-

жень, можна отримати наближений розв’язок задачi Кошi
(8.5), (8.6):

yn(x) = Ayn−1(x) = y0 +

x∫
x0

f
(
t, yn−1(t)

)
dt, n = 1, 2, . . . ,

де y0 ∈W.
Зауваження 2. Умову теореми 2 про обмеженiсть частин-

ної похiдної ∂f∂y можна замiнити умовою Лiпшiца:

|f(x, y1)− f(x, y2)| � L |y1 − y2|,

де (x, y1), (x, y2) ∈ D, L – стала Лiпшiца. Покажемо, що з обме-
женостi частинної похiдної ∂f∂y в областi D випливає виконання
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умови Лiпшiца. Справдi, нехай
∣∣∣∂f∂y ∣∣∣ � L. Тодi, використовуючи

формулу Лагранжа про скiнченнi прирости, одержуємо

|f(x, y1)− f(x, y2)| =
∣∣f ′y(x, ω(x))∣∣ · |y1 − y2| � L |y1 − y2|,

де ω ∈ [y1, y2].

Якщо виконуються умови теореми 2 i в деякому околi точки
(x0, y0) функцiя f(x, y) має неперервнi похiднi до k-го порядку
включно, то розв’язок y(x) задачi Кошi (8.5), (8.6) неперерв-
но диференцiйовний (k + 1) разiв. Справдi, оскiльки функцiя
f(x, y(x)) неперервно диференцiйовна, то з (8.5) випливає, що
y′′ = ∂f

∂x + ∂f
∂y

dy
dx = ∂f

∂x + ∂f
∂y f ≡ f1(x, y). За умовою ∂f

∂x i ∂f∂y непе-
рервно диференцiйовнi, тому y′′′ = ∂f1

∂x + ∂f1
∂y f = f2(x, y) також

неперервно диференцiйовна функцiя. Повторюючи аналогiчнi
мiркування k разiв, одержимо, що y(k+1) = fk(x, y) – неперерв-
на функцiя.

3. Продовження розв’язку задачi Кошi. Нехай Q – де-
яка область у R2 i функцiя f(x, y) неперервна у цiй областi.
Для довiльної точки (x0, y0) прямокутника D теорема Пеано
(лекцiя 2) встановлює iснування розв’язку задачi Кошi (8.5),
(8.6) на деякому, можливо досить малому, вiдрiзку з центром
у точцi x0. Iнакше кажучи, теорема Пеано – це локальна теоре-
ма iснування розв’язку диференцiального рiвняння (8.5). Для її
застосування параметри a i b прямокутникаD (вони можуть за-
лежати вiд координат центра x0, y0) потрiбно вибрати такими,
щоб D ⊂ Q. Пiсля цього можна визначити число h = h(x0, y0)
i вiдповiдний вiдрiзок G, на якому iснує розв’язок задачi (8.5),
(8.6).

Кiнцевi точки графiка розв’язку задачi (8.5), (8.6), iснува-
ння якого гарантує теорема Пеано, належать областi Q. Роз-
глядаючи їх як новi початковi данi, можна знову застосувати
теорему Пеано й розширити область iснування цього розв’язку.
Це випливає з наступного твердження.

Теорема 3. Нехай функцiя f(x, y) неперервна в областi Q,
а функцiї y1(x) i y2(x) – неперервнi розв’язки рiвняння (8.5) на
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вiдрiзках [x0, x1] i [x1, x2] вiдповiдно, причому y1(x1) = y2(x1).
Тодi функцiя

y(x) =

{
y1(x), якщо x ∈ [x0, x1],
y2(x), якщо x ∈ (x1, x2]

є розв’язком рiвняння (8.5) на вiдрiзку [x0, x2].
Доведення. Очевидно, що так визначена функцiя y(x) задо-
вольняє рiвняння (8.5) як на промiжку [x0, x1), так i на (x1, x2].
Лiвостороння i правостороння похiднi функцiї y(x) у точцi x1
iснують i набувають значень f

(
x1, y1(x1)

)
i f

(
x1, y2(x1)

)
вiдпо-

вiдно. Але з умови теореми випливає, що цi значення збiгаю-
ться з f(x1, y(x1)), а тому y(x) – розв’язок рiвняння (8.5) на
всьому вiдрiзку [x0, x2]. �

Може трапитись, що iнтегральну криву не можна буде про-
довжити через наближення до точки, у якiй порушенi умови
теореми Кошi (iснування та єдиностi розв’язку), або iнтеграль-
на крива наблизиться до асимптоти, яка паралельна до осi Oy.
Цi випадки проiлюструємо прикладами:

1) xdx+ ydy = 0, y(0) = 3. Iнтегруючи рiвняння i викори-
стовуючи початкову умову, одержуємо:

x2

2
+
y2

2
= C1, y(0) = 3 ⇒ y =

√
C2 − x2, C = 3 ⇒

y =
√

9− x2.
Розв’язок не можна продовжити за межi iнтервалу −3 < x < 3
(рис. 8.1). У межових точках (− 3, 0) i (3, 0) права частина рiв-
няння y′ = −x

y розривна. Умови теореми Пеано (iснування
розв’язку) порушенi.

x

y

O 3−3

3

�

x

y

O 1 3

0,5

Рис. 8.1 Рис. 8.2
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2) y′ = y2, y(1) = 1/2. Iнтегруючи рiвняння та використо-
вуючи початкову умову, одержуємо:

dy

y2
= dx, y(1) =

1

2
⇒ y = − 1

x− 3
.

Iнтегральну криву можна продовжити лише до асимптоти
x = 3 (−∞ < x < 3) (рис. 8.2).

4. Коректнiсть задачi Кошi. У прикладних задачах, що
моделюються й розв’язуються за допомогою диференцiальних
рiвнянь вигляду (8.5), початковi умови, а також права части-
на – функцiя f , як правило, вiдомi з деяким наближенням.
Окрiм того, функцiя f може залежати вiд одного або кiлькох
параметрiв (маси, температури, заряду тощо), якi характеризу-
ють природу задачi й завжди вимiрюються з деякою похибкою,
тобто наближено. Тому важливими є питання про iснування та
єдинiсть розв’язку задачi Кошi, а також про те, як змiнюється
цей розв’язок на скiнченному промiжку за малих змiн (збу-
рень) початкових значень, параметрiв i самої функцiї f . Вимо-
ги iснування та єдиностi розв’язку, його неперервної залежно-
стi вiд початкових умов, параметрiв i функцiї f на скiнченно-
му промiжку становлять змiст поняття коректностi задачi
Кошi.

Використовуючи теорему 2 про iснування та єдинiсть
розв’язку задачi Кошi, розглянемо теореми, що описують якi-
сну поведiнку розв’язкiв.

Теорема 4 (про неперервну залежнiсть розв’язкiв
вiд параметру). Якщо права частина диференцiального рiв-
няння

y′ = f(x, y, μ) (8.11)

неперервна за змiнною μ, μ ∈ [μ1, μ2], i для кожного фiксова-
ного μ задовольняє умови теореми 2 з тими самими сталими
a, b, L, M , то розв’язок y = y(x, μ) рiвняння (8.11), який за-
довольняє початкову умову y(x0) = y0, неперервно залежить
вiд μ.
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Доведення. Оскiльки члени послiдовностi

yn(x, μ) = y0 +

∫ x

x0

f
(
t, yn−1(t, μ)

)
dt, n = 1, 2, . . . ,

є неперервними функцiями змiнних x i μ, а стала α = Lh < 1
не залежить вiд μ, то послiдовнiсть y1(x, μ), y2(x, μ), . . . збiга-
ється до y(x, μ) рiвномiрно по μ. Як вiдомо з математичного
аналiзу, рiвномiрно збiжна послiдовнiсть неперервних функцiй
збiгається до неперервної функцiї, тобто y = y(x, μ) – функцiя,
неперервна за аргументом μ. �
Теорема 5 (про неперервну залежнiсть вiд початко-

вих умов). Нехай виконанi умови теореми 2. Тодi розв’язок
задачi Кошi (8.5), (8.6) y = y(x, x0, y0) неперервно залежить
вiд початкових умов.
Доведення. Якщо зробити замiни z = y(x, x0, y0)− y0 i t =
= x − x0, то вiдносно функцiї z(t) одержимо диференцiальне
рiвняння z′ = f(t+x0, z+ y0) з нульовими початковими умова-
ми. Згiдно з теоремою 4 маємо неперервну залежнiсть розв’яз-
кiв вiд x0, y0 як вiд параметрiв. �
Рекомендована лiтература: [1, с. 27 – 45], [3, с. 36 – 57],

[6, с. 63 – 78], [10, с. 15 – 18, 29 – 36], [16, с. 71 – 90].

Питання до лекцiї 8

1. Що називають метричним простором? Якi властивостi задо-
вольняє метрика такого простору? Наведiть приклади метричних
просторiв.

2. Яку послiдовнiсть елементiв метричного простору називають
фундаментальною? Який метричний простiр називають повним?

3. Що таке оператор, заданий у повному метричному просторi?
Коли оператор вiдображає метричний простiр у себе? Який оператор
називають стискаючим? Що називають нерухомою точкою операто-
ра?

4. Як формулюється принцип стискаючих вiдображень? Яке його
практичне значення?

5. Як формулюється теорема Кошi про iснування та єдинiсть
розв’язку задачi Кошi для диференцiального рiвняння першого по-
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рядку, розв’язаного вiдносно похiдної? Наведiть основнi iдеї доведе-
ння цiєї теореми.

6. Як, використовуючи метод послiдовних наближень, можна
знайти наближений розв’язок задачi Кошi для диференцiального
рiвняння першого порядку, розв’язаного вiдносно похiдної?

7. Чи можна продовжити розв’язок задачi Кошi за межi вiдрiзку,
визначеного теоремою Кошi? Наведiть приклади.

8. Що становить змiст поняття коректностi задачi Кошi? Наве-
дiть теореми про неперервну залежнiсть розв’язкiв вiд параметру та
про неперервну залежнiсть вiд початкових умов. У чому практична
важливiсть цих теорем?

Вправи до лекцiї 8

1. Побудуйте послiдовнi наближення y0, y1, y2 до розв’язку зада-
чi Кошi y′ = x3 − 2y3, y(0) = 0.

2. Вкажiть який-небудь вiдрiзок, на якому iснує розв’язок задачi
Кошi y′ = 3x+ y4, y(0) = 0.

3. Користуючись якою-небудь достатньою умовою єдиностi, видi-
лiть на площинi Oxy тi точки, через якi проходить єдиний розв’язок
рiвняння y′ = 5 + 3

√
2y + x.

4. Чи можуть графiки двох розв’язкiв рiвняння y′ = x+ y3 пере-
тинатися (дотикатися) в деякiй точцi?

5. Скiльки похiдних мають розв’язки рiвнянь:

а) y′ = x2 + y8/3; б) y′ = 2x|x| − y2.
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Лекцiя 9. Диференцiальнi моделi

План

1. Побудова диференцiальних моделей природничих наук.
2. Розв’язування геометричних задач за допомогою дифе-

ренцiальних рiвнянь.
3. Розв’язування задач за допомогою iнтегральних рiвнянь.

1. Побудова диференцiальних моделей природничих
наук. На лекцiї 1 зазначалось, що диференцiальнi рiвняння
є одним з найбiльш ефективних засобiв математичного моде-
лювання багатьох прикладних задач. Особливо широко вони
використовуються у теоретичнiй механiцi, фiзицi, iнших при-
родничих науках.

Розв’язуючи прикладнi задачi за допомогою диференцiаль-
них рiвнянь, видiляють такi три етапи:

а) побудова диференцiального рiвняння;
б) iнтегрування рiвняння;
в) дослiдження отриманого розв’язку.
При цьому рекомендуємо дотримуватись такої послiдовно-

стi дiй:
1) встановити величини, якi змiнюються у заданому явищi

чи процесi, i виявити закони (формули) вiдповiдної науки, якi
цi величини пов’язують;

2) вибрати незалежну змiнну i функцiю цiєї змiнної, яку
потрiбно знайти;

3) виходячи з умов задачi, визначити початковi або iншi
умови, якi накладаються на шукану функцiю;

4) виразити усi величини з умови задачi через незалежну
змiнну, шукану функцiю та її похiднi;

5) виходячи з умови задачi та закону, який описує задане
явище, скласти диференцiальне рiвняння;

6) зiнтегрувати одержане диференцiальне рiвняння;
7) якщо заданi початковi чи iншi умови, знайти частинний

розв’язок;
8) провести дослiдження одержаного розв’язку.
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У багатьох випадках побудова диференцiального рiвняння
першого порядку ґрунтується на так званiй «лiнiйностi про-
цесу у малому», тобто на диференцiйовностi функцiй, якi ви-
ражають залежнiсть величин. Як правило, можна рахувати,
що всi величини, якi беруть участь у певному процесi протя-
гом малого промiжку часу, змiнюються зi сталою швидкiстю.
Це дозволяє застосувати вiдомi закони, якi описують явища,
що протiкають рiвномiрно, для утворення спiввiдношення мiж
значеннями t, t + Δt, тобто величинами, якi беруть участь у
процесi, та їх приростами. У результатi одержимо рiвнiсть, яка
має лише наближений характер, бо навiть за короткий промi-
жок часу величини змiнюються переважно нелiнiйно. Однак
якщо подiлити обидвi частини одержаної рiвностi на Δt i пере-
йти до границi при Δt → 0, то отримаємо точну рiвнiсть. Ця
рiвнiсть мiститиме час t, залежнi вiд часу величини та їх похi-
днi, тобто буде диференцiальним рiвнянням, яке описує задане
явище. Те саме рiвняння у диференцiальнiй формi можна отри-
мати, якщо замiнити прирiст Δt на диференцiал dt, а прирости
функцiй – вiдповiдними диференцiалами.

Таким чином, складаючи диференцiальне рiвняння, ми ро-
бимо нiби «миттєвий кадр» процесу у заданий момент часу,
а потiм, розв’язуючи рiвняння, вiдновлюємо перебiг процесу.
Отже, у процесi розв’язування прикладних задач наведеним
методом лежить загальна iдея лiнеаризацiї – замiни функцiй
на малих промiжках змiни аргумента лiнiйними функцiями. I
хоча зустрiчаються процеси, для яких лiнеаризацiя неможлива
(наприклад, броунiвський рух, коли не можна визначити швид-
костi змiни певних величин у заданий момент часу), у перева-
жнiй бiльшостi випадкiв побудувати диференцiальну модель
явища чи процесу у такий спосiб вдається.

Задача 1. У днi вертикальної цилiндричної посудини ви-
соти H i радiуса основи R, заповненої водою, утворився неве-
ликий отвiр площi S (рис. 9.1 ). Через який час через отвiр
витече уся вода, якщо третина води витiкає через t1 с.
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R

H

h

Рис. 9.1

Розв’язання. Якщо б витiкання
води вiдбувалось рiвномiрно, то
вся вода витекла б з посудини за
3t1 с. Однак дослiди показують, що
зi зменшенням рiвня води у по-
судинi швидкiсть витiкання води
зменшується. Тому потрiбно вра-
хувати залежнiсть мiж швидкiстю
витiкання v i висотою h стовпа во-
ди над отвором. Згiдно iз законом
Торрiчеллi

v = k
√

2gh,

де g – прискорення вiльного па-
дiння, k – коефiцiєнт, який зале-
жить вiд в’язкостi рiдини та фор-
ми отвору (для води у випадку круглого отвору k = 0,6).

Розглянемо дослiджуваний процес на вiдрiзку [t; t+Δt]. Не-
хай у момент часу t висота води на отвором складала h, а через
Δt с вона зменшилась i стала h +Δh, де Δh – прирiст висоти
(очевидно, Δh < 0). Тодi об’єм води, який витiк з посудини,
дорiвнює об’єму вiдповiдного цилiндра, тобто

ΔV = −πR2Δh.

Припустимо, що вода з посудини виливається у виглядi ци-
лiндричного струменя, площа основи якого S, а висота дорiв-
нює шляху, який пройшла вода за промiжок часу [t; t + Δt].
На початку i наприкiнцi цього вiдрiзку швидкiсть витiкан-
ня води згiдно iз законом Торрiчеллi дорiвнювала k

√
2gh i

k
√

2g(h +Δh) вiдповiдно. Якщо Δt досить мале, то Δh(t) та-
кож мале i отриманi вирази для швидкостi майже однаковi.
Тому шлях, пройдений водою за промiжок часу [t; t +Δt], ви-
ражається формулою

(
k
√
2gh+ α(Δt)

)
Δt, де lim

Δt→0
α(Δt) = 0.

Отже, об’єм рiдини, яка виллється за промiжок часу [t; t+Δt],
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можна знайти за формулою

ΔV =
(
k
√

2gh + α(Δt)
)
SΔt.

Прирiвнюючи два вирази для об’єму рiдини, яка вилилась
з посудини за промiжок часу [t; t+Δt], одержуємо рiвняння

− πR2Δh =
(
k
√

2gh + α(Δt)
)
SΔt. (9.1)

Подiлимо обидвi частини (9.1) на Δt i перейдемо до границi
при Δt → 0. Оскiльки lim

Δt→0
α(Δt) = 0, а lim

Δt→0

Δh(t)
Δt = h′(t), то

одержуємо диференцiальне рiвняння першого порядку

− πR2h′(t) = k
√

2gh S. (9.2)

Отримати рiвняння (9.2) можна й iнакше. Дослiджуючи
процес протягом нескiнченно малого промiжку часу dt, припу-
стимо, що за цей промiжок швидкiсть витiкання води є незмiн-
ною. Тому замiсть наближеного рiвняння (9.1) вiдразу одержу-
ємо рiвняння

− πR2dh = k
√

2gh Sdt, (9.3)

яке, очевидно, є просто iншою формою запису рiвняння (9.2).
Рiвняння (9.3) – рiвняння з вiдокремлюваними змiнними.

Зiнтегруємо його:

dt =
−πR2

√
2gkS

dh√
h
⇒ t =

−√2πR2

√
gkS

√
h+ C ⇒

t = C −A
√
h, (9.4)

де стала A =
√
2πR2√
gkS залежить вiд розмiрiв i форми отвору,

в’язкостi рiдини та деяких iнших фiзичних параметрiв, а стала
C є довiльною (це стала iнтегрування). Знайдемо цi сталi.

За умовою задачi h(0) = H (на початку вiдлiку висота стов-
па води дорiвнювала H). Пiдставляючи у (9.4) t = 0 i h = H,
знаходимо сталу C = A

√
H.
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Сталу A знайдемо з умови задачi h(t1) = 2
3H. Звiдси

t1 = A
√
H −A

√
2H

3
⇒ A = (3 +

√
6)

t1√
H
.

Пiдставляючи знайденi значення сталих A i C у формулу
(9.4), одержуємо закон змiни часу витiкання вiд висоти стовпа
води:

t = (3 +
√
6)

√
H −√h√

H
t1. (9.5)

З (9.5) легко знаходимо час T повного витiкання рiдини з
посудини:

h(T ) = 0 ⇒ T = (3 +
√
6) t1.

Зауважимо, що знайдене значення T приблизно у 1,82 рази
бiльше значення 3t1, яке одержали у припущеннi, що рiдина з
посудини витiкає рiвномiрно. �

Звичайно, що розв’язок задачi 1, не є точним, адже ми зне-
хтували, наприклад, явищем капiлярностi (а воно є суттєвим,
якщо дiаметр отвору малий), завихреннями рiдини та деякими
iншими факторами.

У багатьох задачах складання диференцiальних моделей
полегшується тим, що вiдповiдний закон науки пов’язує мiж
собою значення деякої величини i швидкостi її змiни або по-
в’язує значення величини, швидкостi її змiни чи прискорення.
Наведемо декiлька таких законiв:

– другий закон Ньютона (F = ma, де m – маса тiла, a –
прискорення руху, F – сума сил, що дiють на тiло) i похiднi
вiд нього закони збереження енергiї, кiлькостi руху, iмпульсу
тощо;

– закон всесвiтнього тяжiння (F = km1m2
r2

, де m1, m2 – маси
двох тiл, r – вiдстань мiж ними, k – коефiцiєнт пропорцiйностi);

– закон розчинення речовини (швидкiсть розчинення про-
порцiйна наявнiй кiлькостi нерозчиненої речовини та рiзницi
концентрацiй насиченого розчину i розчину у певний момент
часу);
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– закон Кiрхгофа (алгебрична сума сил струмiв, якi протi-
кають у певнiй точцi електричного кола, дорiвнює нулю);

– закон Фур’є (q = −λ(T )dTdx , де q – питомий потiк теплоти,
λ(T ) – коефiцiєнт теплопровiдностi середовища, dT

dx – швид-
кiсть змiни температури T ) i аналогiчний закон Нернста про
дифузiю речовини;

– закон Ньютона про охолодження тiла (швидкiсть охоло-
дження тiла прямо пропорцiйна рiзницi температур тiла та ото-
чуючого середовища);

– закон Гука (сила пружностi пружини пропорцiйна її ви-
довженню) тощо.

Питання про вiдповiднiсть диференцiальної моделi й реаль-
ного явища вивчається на основi аналiзу результатiв дослiду та
їх порiвняння з поведiнкою розв’язку одержаного диференцi-
ального рiвняння.

Задача 2. Тiло, яке в початковий момент часу має тем-
пературу T0, помiстили в середовище, в якому пiдтримується
температура T1. Визначити закон змiни температури тiла.
Розв’язання. Нехай T (t) – температура тiла в момент часу
t. За законом Ньютона про охолодження тiла функцiя T (t) по-
винна задовольняти рiвняння

dT

dt
= −k(T (t)− T1), (9.6)

де k > 0 – коефiцiєнт пропорцiйностi (знак «мiнус» у правiй
частинi рiвняння (9.6) вiдповiдає експериментальним даним:
якщо T (t) > T1, то температура тiла зменшується i швидкiсть
її змiни вiд’ємна, i навпаки).

Оскiльки (9.6) – рiвняння вигляду y′ = f(ax + by + c), яке
вивчалось на лекцiї 3, то виконаємо замiну u(t) = k(T1 − T (t)):

T ′ = k(T1 − T ) ⇒ −u
′

k
= u ⇒ du

u
= −kdt ⇒

ln |u| = −kt+ C ⇒ u = Ce−kt

T (t) = T1 − Ce−kt, (9.7)
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де C – довiльна стала.
Врахувавши початкову умову T (0) = T0, з (9.7) знаходимо

C = T1 − T0, а отже, остаточно виводимо закон змiни темпера-
тури тiла залежно вiд часу:

T (t) = T1 + (T0 − T1)e−kt. �

2. Розв’язування геометричних задач за допомогою
диференцiальних рiвнянь. У багатьох задачах геометри-
чної оптики, картографiї та iнших областей науки виникає
необхiднiсть у знаходженнi кривих за певними властивостя-
ми проведених до них дотичних. Оскiльки кутовий коефiцiєнт
дотичної до графiка функцiї дорiвнює значенню похiдної цiєї
функцiї у точцi дотику, то такi задачi зручно розв’язувати за
допомогою диференцiальних рiвнянь.

Розв’язуючи геометричнi задачi за допомогою диференцi-
альних рiвнянь, рекомендуємо дотримуватись такого алгори-
тму:

1) зробити рисунок i ввести позначення;
2) вiдокремити умови, якi справджуються в довiльнiй точцi

шуканої лiнiї, вiд умов, якi справджуються лише у окремих
точках, тобто вiд початкових умов;

3) виразити всi величини задачi через координати довiльної
точки i значення похiдної у цiй точцi, враховуючи геометри-
чний змiст похiдної;

4) за умовою задачi скласти диференцiальне рiвняння, яко-
му задовольняє шукана крива;

5) знайти загальний розв’язок цього рiвняння i отримати з
нього певний частинний розв’язок, який задовольняє початковi
умови.

Задача 3. Знайти криву, у якої вiдстань вiд довiльної до-
тичної до початку координат дорiвнює абсцисi точки дотику.
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Рис. 9.2

Розв’язання. НехайM(x, y) – довiльна точка кривої y = f(x).
Проведемо у цiй точцi дотичну MA, y′ = tgα (геометричний
змiст похiдної) (рис. 9.2). Трикутники OCM i OBM рiвнi (за
умовою OC = OB, а гiпотенуза OM спiльна), а тому ∠MOB =
= ∠MOC. Оскiльки ∠AOC = π

2 − α, то ∠MOB = 1
2

(
π
2 + α

)
=

= π
4 + α

2 . Тепер з трикутника OBM маємо

y

x
= tg

(π
4
+
α

2

)
=

1 + tg α
2

1− tg α
2

⇒ tg
α

2
=
y − x
y + x

.

Нарештi, використовуючи формулу tgα =
2 tg α

2

1−tg2 α
2
i спiввiдно-

шення tgα = y′, одержуємо диференцiальне рiвняння

y′ =
y2 − x2
2xy

.

Оскiльки це рiвняння однорiдне (лекцiя 3), то виконаємо замi-
ну y = ux:

dx

x
+

2udu

u2 + 1
= 0 ⇒ ln |x|+ ln(u2 + 1) = ln 2|C| ⇒

x2 + y2 = ±Cx ⇒ (x± C)2 + y2 = C2.

Отже, наведеною в умовi задачi властивiстю володiє кожне
коло радiуса C з центром у точцi (±C; 0). �
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3. Розв’язування задач за допомогою iнтегральних
рiвнянь. У деяких випадках розв’язування задач приводить
до рiвнянь, якi мiстять шукану функцiю пiд знаком iнтегра-
ла, тобто iнтегральних рiвнянь. Iнтегральнi рiвняння ви-
никають, зокрема, коли використовується геометричний змiст
визначеного iнтеграла як площi криволiнiйної трапецiї та iншi
iнтегральнi формули (довжини дуги, площi поверхнi, об’єму
тiла тощо). У простiших випадках пiсля диференцiювання iн-
тегральнi рiвняння вдається звести до диференцiальних.

Задача 4. Знайти криву, для кожної точки M якої аб-
сциса центра ваги криволiнiйної трапецiї, обмеженої осями
координат, дугою цiєї кривої i вiдрiзком, що з’єднує точку M
з її проекцiєю на вiсь абсцис, дорiвнює третинi абсциси цiєї
точки.

�

O x

y

M(x, y)

y = y(x)

�

x0

Рис. 9.3

Розв’язання. Вiдомо, що абсциса цен-
тра ваги утвореної криволiнiйної трапе-
цiї (рис. 9.3) виражається формулою

x0 =

x∫
0

ty(t)dt

x∫
0

y(t)dt

,

де t – змiнна iнтегрування, а y = y(t) –
рiвняння шуканої кривої.

За умовою задачi x0 = x
3 , тобто

x∫
0

ty(t)dt =
x

3

x∫
0

y(t)dt.

Здиференцiюємо обидвi частини одержаного iнтегрального
рiвняння за змiнною x:

xy(x) =
xy(x)

3
+

1

3

x∫
0

y(t)dt ⇒ 2xy(x) =

x∫
0

y(t)dt.
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Диференцiюючи ще один раз, одержуємо диференцiальне
рiвняння

2xy′ + y = 0.

Це рiвняння з вiдокремлюваними змiнними, його загальним
розв’язком є y = C√

x
. �

Рекомендована лiтература: [5, с. 37 – 56], [8, с. 9 – 26],
[14, с. 8 – 44], [15, с. 71 – 88], [17, с. 5 – 226].

Питання до лекцiї 9

1. Якими є основнi етапи розв’язування задач природничих наук
за допомогою диференцiальних рiвнянь?

2. Наведiть приклади законiв фiзики, якi використовуються при
побудовi диференцiальних моделей.

3. Як за допомогою диференцiальних рiвнянь розв’язувати гео-
метричнi задачi?

Вправи до лекцiї 9

1. Кiлькiсть свiтла, що поглинає шар води малої товщини, про-
порцiйна до кiлькостi свiтла, що падає на нього, i товщинi шару. Шар
води товщиною 35 см поглинає половину свiтла, що падає на нього.
Яку частину свiтла поглинає шар товщини 2 м?

2. Куля, рухаючись зi швидкiстю v0 = 350 м/с, пробиває стiну
товщиною h = 0, 25 м i вилiтає з неї зi швидкiстю v1 = 90 м/с.
Вважаючи, що сила опору стiни пропорцiйна квадрату швидкостi
кулi, знайти тривалiсть руху кулi у стiнi.

3. Визначте криву, всi дотичнi до якої проходять через початок
координат.

4. Визначте криву, кожна дотична до якої утворює з осями ко-
ординат трикутник площi 2a2.

5. Визначте криву, яка проходить через точки (0; 0) i (1; 1) i обме-
жує криволiнiйну трапецiю з основою [0; x] i площею, яка пропор-
цiйна y4.
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Додаток 1.
Застосування математичного пакета Maple

для iнтегрування звичайних диференцiальних
рiвнянь першого порядку

Сьогоднi маємо чимало спецiальних математичних пакетiв
комп’ютерних програм, якi дозволяють розв’язувати рiзнома-
нiтнi математичнi задачi. Математичний пакет MathCad орi-
єнтований, перш за все, на здiйснення числових розрахункiв.
Пакети MATLAB, Scilab, Octave i FreeMat створенi передовсiм
для роботи з числовими матрицями i векторами i мають бути
зручними для iнженерно-технiчних працiвникiв. Математичнi
пакети Maple, Mathematica, Maxima i MuPAD розрахованi на
здiйснення символьних (тобто аналiтичних) обчислень.

Практично всi цi пакети дозволяють розв’язувати дифе-
ренцiальнi рiвняння числовими (наближеними) методами. Але
остання група математичних пакетiв дозволяє також знайти
точний (аналiтичний) розв’язок у тих випадках, коли рiвнян-
ня iнтегруються у скiнченному виглядi.

Одним з найбiльш популярних i потужних є пакет аналi-
тичних обчислень i числових розрахункiв Maple. Розглянемо
застосування саме його до розв’язування задач теорiї дифе-
ренцiальних рiвнянь. З основами роботи з цим пакетом можна
ознайомитись у додатку 6 (стор. 333).

Для розв’язування звичайних диференцiальних рiвнянь у
пакетi Maple використовують команду

dsolve(рiвняння, невiдома, опцiї)

Параметр «невiдома» визначає невiдому функцiю (розв’я-
зок) диференцiального рiвняння, а необов’язковий параметр
«опцiї» – форму подання розв’язку i метод його вiдшукання.

Для задання похiдної у диференцiальному рiвняннi можна
використовувати команду diff або оператор D, причому саму
функцiю треба записувати з явним вказуванням незалежної
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змiнної, наприклад, y(x). Оператор D має наступний синтаксис:

(D@@n)(функцiя)(змiнна)

У цьому записi n – порядок похiдної. Якщо n = 1, то замiсть
першого виразу у дужках можна писати просто D. Команда
dsolve, як правило, знаходить лише загальний розв’язок i не
завжди наводить особливi. Згенерованi величини _C1, _C2 i
т. д. позначають довiльнi сталi.

Якщо потрiбно розв’язати задачу Кошi, то першим параме-
тром команди dsolve повинна бути множина, яка складається
з рiвняння i початкових умов (через кому у фiгурних дужках).

Продемонструємо використання Maple для розв’язування
прикладiв з цього роздiлу. У деяких випадках Maple дає
розв’язки, якi зводяться до отриманих вище вiдповiдей шля-
хом перетворень.
Приклад 1. Знайти загальний розв’язок рiвняння з

вiдокремлюваними змiнними (y − x2y)dy = (x− xy2)dx (при-
клад 1 лекцiї 3, стор. 38):
> dsolve((y(x)-x^2*y(x))*D(y)(x)=x-x*y(x)^2,y(x));

y(x) =
√
1−_C1 +_C1 x2, y(x) = −

√
1−_C1 +_C1 x2.

Приклад 2. Зiнтегрувати рiвняння y′ = (4x+ y+5)2 (при-
клад 2 лекцiї 3, стор. 39):
> dsolve(D(y)(x)=(4*x+y(x)+5)^2,y(x));

y(x) = −5− 4x− 2 tan(−2x+ 2_C1 ).

Приклад 3. Знайти загальний розв’язок однорiдного рiв-
няння ydx+ 2

√
xydy = xdy (приклад 3 лекцiї 3, стор. 40):

> dsolve(y(x)+2*sqrt(x*y(x))*D(y)(x)=x*D(y)(x),y(x));

ln(y(x)) +
x√
xy(x)

−_C1 = 0.

Приклад 4. Розв’язати однорiдне рiвняння

y′ =
y√

x2 + y2 + x
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з лекцiї 3 (стор. 41), це рiвняння було отримане при розв’язу-
ваннi задачi про форму дзеркала (задача 3 лекцiї 1, стор. 18):
> dsolve(D(y)(x)=y(x)/(sqrt(x^2+(y(x))^2)+x),y(x));

2

√
x2 + (y(x))2

(y(x))2
+ 2

x

(y(x))2
−_C1 = 0.

Розв’яжемо останнє рiвняння вiдносно y(x):
> isolate(%,y(x));

y (x) = −2
√
1 +_C1 x

_C1
.

Приклад 5. Зiнтегрувати рiвняння (x−2y+3)y′ = 1−y−2x
(приклад 4 лекцiї 3, стор. 43):
> dsolve((x-2*y(x)+3)*D(y)(x)=1-y(x)-2*x,y(x));

y(x) =
7

5
− −

(5x+1)_C1
2 +

√
5 (5 x+1)2_C12+4

2

5_C1
. (1)

Переконаємось, що отримана функцiя задовольняє загальний
iнтеграл цього рiвняння y2 − x2 − xy + x− 3y = C, знайдений
на стор. 44. Для цього пiдставимо її у його лiву частину, ско-
риставшись командою simplify:
> y:=7/5-1/5*(-1/2*(5*x+1)*_C1+1/2*(5*(5*x+1)^2*_C1^2+

4)^(1/2))/_C1: simplify(y^2-x^2-x*y+x-3*y);

−55_C1 2 − 1

25_C1 2 .

Отриманий вираз справдi є сталою. Оскiльки загальний iнте-
грал є многочленом другого степеня вiдносно y, то повинен
бути ще один розв’язок, який вiдрiзнятиметься вiд (1) знаком
перед квадратним коренем. Цей розв’язок, як i два особливих
розв’язки рiвняння (y = 1+

√
5

2 x+ 3
2 +

√
5

10 , y = 1−√
5

2 x+ 3
2 −

√
5

10 ),
Maple вiдшукати не змiг.
Приклад 6. Знайти загальний розв’язок рiвняння y′ =

= x−2y+3
2x−4y−1 (приклад 5 лекцiї 3, стор. 45):
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> dsolve(D(y)(x)=(x-2*y(x)+3)/(2*x-4*y(x)-1),y(x));

y(x) = −1

4
+
x

2
−
√
1− 28x+ 28_C1

4
,

y(x) = −1

4
+
x

2
+

√
1− 28x+ 28_C1

4
.

Зрозумiло, що отриманi функцiї – розв’язки вiдносно змiнної y
квадратного рiвняння x2 − 4xy + 4y2 + 6x+ 2y = C, яке є зна-
йденим на стор. 45 загальним iнтегралом заданого диферен-
цiального рiвняння. У цьому легко переконатись, розв’язавши
загальний iнтеграл вiдносно змiнної y за допомогою команди
solve:
> solve(x^2-4*x*y+4*y^2+6*x+2*y=C,y);

−1

4
+
x

2
−
√
1− 28x + 4C

4
, y(x) = −1

4
+
x

2
+

√
1− 28x + 4C

4
.

Приклад 7. Зiнтегрувати лiнiйне рiвняння y′+2xy=2xe−x2

(приклад 1 лекцiї 4, стор. 50):
> dsolve(D(y)(x)+2*x*y(x)=2*x*exp(-x^2),y(x));

y(x) = (x2 +_C1 )e−x
2
.

Приклад 8. Знайти загальний розв’язок рiвняння Бернул-
лi y′ + 2xy = 2xex

2
y2 (приклад 2 лекцiї 4, стор. 53):

> dsolve(D(y)(x)+2*x*y(x)=2*x*exp(x^2)*y(x)^2,y(x));

y(x) =
e−x2

−x2 +_C1
.

Приклад 9. Знайти рiвняння кривих з задачi 1 лекцiї 4.
На стор. 55 було отримано диференцiальне рiвняння шука-

ної сiм’ї кривих y′ − y/x = −y2/x. Зiнтегруємо його:
> dsolve(D(y)(x)-y(x)/x=-y(x)^2/x,y(x));

y(x) =
x

x+_C1
.
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Приклад 10. Знайти загальний розв’язок рiвняння Рiккатi
y′ = y2 − y

x − 4
x2

(приклад 3 лекцiї 4, стор. 57):
> dsolve(D(y)(x)=y(x)^2-y(x)/x-4/x^2,y(x));

y(x) =
2x4 + 2_C1

x(_C1 − x4) .

Приклад 11. Зiнтегрувати рiвняння у повних диференцi-
алах (x+ y2 + sinx) dx+ (2xy + cos y) dy = 0 (приклад 1 лекцiї
5, стор. 61):
> dsolve(x+y(x)^2+sin(x)+(2*x*y(x)+cos(y(x)))*D(y)(x)=

0,y(x));

x2

2
+ y(x)2x− cos(x) + sin(y(x)) +_C1 = 0.

Приклад 12. Знайти загальний розв’язок рiвняння
(2xy2−y) dx+(y2+x+y) dy = 0 (приклад 2 лекцiї 5, стор. 64):
> dsolve(2*x*y(x)^2-y(x)+(y(x)^2+x+y(x))*D(y)(x),y(x),

implicit);

x2 − x

y(x)
+ ln(y(x)) + y(x) +_C1 = 0.

Додаткова опцiя implicit дозволяє знаходити розв’язок у не-
явнiй формi. Вiдсутнiсть модуля в аргументу логарифма не є
помилкою, бо всi обчислення у Maple за замовчуванням здiй-
снюються у полi комплексних чисел, знайдений розв’язок теж
може бути комплекснозначним. Пiдiбравши вiдповiдним чином
довiльну сталу, яка може бути комплексною, легко видiлити
дiйснозначний розв’язок. Знайдемо також iнтегрувальний мно-
жник цього рiвняння, скориставшись командою intfactor з
пакета DEtools:
> DEtools[intfactor](2*x*y(x)^2-y(x)+(y(x)^2+x+y(x))*

D(y)(x));
1

y(x)2
.

Приклад 13. Зiнтегрувати рiвняння (2x3y2 − y) dx +
+ (2x2y3 − x) dy = 0 (приклад 3 лекцiї 5, стор. 64):
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> dsolve(2*x^3*y(x)^2-y(x)+(2*x^2*y(x)^3-x)*D(y)(x)=0,
y(x),implicit);

_C1 + x2 +
1

y(x)x
+ y(x)2 = 0.

Знайдемо також iнтегрувальний множник цього рiвняння:
> DEtools[intfactor](2*x^3*y(x)^2-y(x)+(2*x^2*y(x)^3-

x)*D(y)(x)=0);

1

y(x)2x2
,

1

x (1 + xy(x)3 + x3y(x)) y(x)
.

Програма знайшла два iнтегрувальних множники.
Приклад 14. Знайти iнтегрувальний множник рiвняння

(y/x+3x2)dx+ (1+ x3/y)dy = 0 (приклад 4 лекцiї 5, стор. 69):
> DEtools[intfactor](y(x)/x+3*x^2+(1+x^3/y(x))*D(y)(x)=

0);
1

2y(x) + 3x3
.

У цьому випадку програма навела iнтегрувальний множник,
який вiдрiзняється вiд iнтегрувального множника, знайденого
у прикладi 4 лекцiї 5. Але це й не дивно, бо iнтегрувальний
множник не є єдиним (теорема 2 лекцiї 5).
Приклад 15. Зiнтегрувати неявне рiвняння y′2−9 3

√
y4 = 0

(приклад 1 лекцiї 6, стор. 71):
> dsolve(D(y)(x)^2-9*y(x)^(4/3)=0,y(x));

y(x)(
1
3) − x−_C1 = 0, y(x)(

1
3) + x−_C1 = 0.

Знайшовши з останнiх рiвностей y(x), отримаємо загальний
розв’язок прикладу 1 лекцiї 6. Особливий розв’язок y = 0 про-
грама не знайшла.
Приклад 16. Зiнтегрувати неявне рiвняння x2y′2+2xyy′+

+ y2 − 4x = 0 (приклад 2 лекцiї 6, стор. 78):
> dsolve(x^2*D(y)(x)^2+2*x*y(x)*D(y)(x)+y(x)^2-4*x=0,

y(x));

y(x) = −4
√
x

3
+

_C1

x
, y(x) =

4
√
x

3
+

_C1

x
.
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Пропонуємо читачам самостiйно зiнтегрувати рiвняння
y′3− 5y′2 +7 = 0 з прикладу 3 лекцiї 6 (стор. 79) за допомогою
пакета Maple i пересвiдчитись, що програма шукає розв’язок у
явному виглядi навiть при використаннi опцiї implicit.
Приклад 17. Зiнтегрувати рiвняння y = y′2 − 3xy′ + 3x2

(приклад 1 лекцiї 7, стор. 82):
> dsolve(y(x)=D(y)(x)^2-3*x*D(y)(x)+3*x^2,y(x));

y(x) =
3x2

4
, y(x) =

_C1 2x2 +_C1 (x_C1 + 2)x+ 2

2_C1 2 ,

y(x) =
_C1 2x2 +_C1 (x_C1 − 2)x+ 2

2_C1 2 ,

y(x) =
x2

2
− (−x− 2_C1 )x

2
+_C1 2,

y(x) =
x2

2
− (−x+ 2_C1 )x

2
+_C1 2.

На перший погляд тут є п’ять рiзних розв’язкiв, але насправдi
всi, крiм першого, розв’язки шляхом нескладних перетворень i
перепозначення сталих можна звести один до одного. У цьому
легко переконатись за допомогою команди simplify:
> simplify({%});{

y(x) = x2 − x_C1 +_C1 2, y(x) =
3x2

4
,

y(x) =
_C1 2x2 − x_C1 + 1

_C1 2 , y(x) = x2 + x_C1 +_C1 2,

y(x) =
_C1 2x2 + x_C1 + 1

_C1 2

}
.

Приклад 18. Зiнтегрувати рiвняння x = y′4 + 2y′ (при-
клад 2 лекцiї 7, стор. 83).

Скористаємося опцiями implicit i parametric:
> dsolve(x=D(y)(x)^4+2*D(y)(x),y(x),implicit,

parametric);

x(_T ) = _T 4 + 2_T , y(_T ) =
4

5
_T 5 +_T 2 +_C1 .
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Величина _T позначає параметр (розв’язок знайдено у пара-
метричнiй формi).
Приклад 19. Знайти загальний розв’язок рiвняння Ла-

гранжа y = 2xy′ − ln y′ (приклад 3 лекцiї 7, стор. 84).
Скористаємося опцiєю implicit:

> dsolve(y(x)=2*x*D(y)(x)-ln(D(y)(x)),y(x),implicit);

x(_T ) =
_T +_C1

_T 2 , y(_T ) = 2
_T +_C1

_T
− ln(_T ).

Приклад 20. Зiнтегрувати рiвняння Клеро y = xy′ − y′3
(приклад 4 лекцiї 7, стор. 85):
> dsolve(y(x)=x*D(y)(x)-(D(y)(x))^3,y(x));

y(x) = −2

9

√
3x

3
2 , y(x) =

2

9

√
3x

3
2 , y(x) = x_C1 −_C1 3.

Приклад 21. Розв’язати задачу про зростання кiлькостi
наукових публiкацiй (задача 1 лекцiї 1).

На стор. 15 отримали диференцiальне рiвняння, яке описує
зростання кiлькостi наукових публiкацiй:

y′(t) = k y(t).

Зiнтегруємо це рiвняння, враховуючи початкову умову
y(0) = y0:
> dsolve({D(y)(t)=k*y(t),y(0)=y0},y(t));

y(t) = y0 ekt.

Знайдемо тепер за допомогою команди solve невiдомий час T
з додаткової умови y(T ) = 2y0, якщо коефiцiєнт k = 0,07:
> solve(y0*exp(0.07*T)=2*y0,T);

9.902102579.

Приклад 22. Зiнтегрувати рiвняння y′ = ky(M − y) (при-
клад пiсля задачi 1 лекцiї 1, стор. 15):
> dsolve(D(y)(t)=k*y(t)*(M-y(t)),y(t));

y(t) =
M

1 + e−kMt_C1 M
.
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Приклад 23. Розв’язати задачу про рух човна (задача 2
лекцiї 1).

На стор. 17 було отримано диференцiальне рiвняння, яке
описує рух човна:

m
dv

dt
= kv2.

Зiнтегруємо його, врахувавши початкову умову v(0) = 3:
> dsolve({m*D(v)(t)=k*v(t)^2,v(0)=3},v(t));

v(t) = − 3m

3 kt−m.

Знайдемо тепер невiдоме спiввiдношення мiж m i k з дода-
ткової умови v(4) = 1:
> solve(-3*m/(3*k*4-m)=1,m);

−6k.

Тодi невiдомий час T з умови v(T ) = 0,01 визначити легко:
> m:=-6*k:solve(-3*m/(3*k*T-m)=0.01,T);

598.

Приклад 24.Наближено побудувати iнтегральнi кривi рiв-
няння y′ = x(y − 1) (приклад 1 з лекцiї 2, стор. 31).

Побудуємо поле напрямiв, визначене цим рiвнянням, та
сiм iнтегральних кривих, якi задовольняють початковi умови
y(0) = −1, y(0) = 0, y(0) = 0,5, y(0) = 1, y(0) = 1,5, y(0) = 2,
y(0) = 3. Для цього потрiбно скористатись командою DEplot з
пакета DEtools (команда описана у додатку 6 на стор. 338):
> DEtools[DEplot](D(y)(x)=x*(y(x)-1),y(x),x=-3..3,

[[y(0)=-1],[y(0)=0],[y(0)=0.5],[y(0)=1],[y(0)=1.5],
[y(0)=2],[y(0)=3]],y=-2.5..3.5,scaling=constrained,
stepsize=0.1,linecolor=black);
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Рис. 1

Iншi приклади застосування математичного пакета Maple
для iнтегрування звичайних диференцiальних рiвнянь першо-
го порядку можна знайти в [9, 12, 18]. Пропонуємо читачам
самостiйно за допомогою пакета Maple зiнтегрувати iншi ди-
ференцiальнi рiвняння з роздiлу 1, якi не ввiйшли до цього
додатку.
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Роздiл 2.
ЗВИЧАЙНI ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI
РIВНЯННЯ ВИЩИХ ПОРЯДКIВ

Лекцiя 10. Диференцiальнi рiвняння
вищих порядкiв

План

1. Основнi поняття й означення. Задача Кошi.
2. Класифiкацiя розв’язкiв.
3. Рiвняння, яке мiстить тiльки незалежну змiнну i похiдну

порядку n.

1. Основнi поняття й означення. Задача Кошi. Роз-
глянемо звичайне диференцiальне рiвняння n-го порядку

F
(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
= 0. (10.1)

Якщо рiвняння (10.1) можна розв’язати вiдносно старшої
похiдної, то його записуватимемо у виглядi

y(n) = f
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
. (10.2)

Функцiю y = y(x), яка визначена i неперервно диференцi-
йовна n разiв на iнтервалi (a, b), називають розв’язком рiв-
няння (10.2) на цьому iнтервалi, якщо вона для всiх x ∈ (a, b)
перетворює це рiвняння у тотожнiсть.

Для рiвняння (10.2) задача Кошi формулюється так:
серед усiх розв’язкiв цього рiвняння знайти такий розв’язок
y = y(x), який задовольняє умови

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, . . . , y(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 , (10.3)

де x0, y0, y′0, . . . , y
(n−1)
0 – заданi числа, якi називають поча-

тковими даними розв’язку y = y(x). Число x0 називають
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початковим значенням незалежної змiнної x, сукупнiсть чи-
сел x0, y0, y′0, . . . , y

(n−1)
0 – початковими даними рiвняння

(10.2), а умови (10.3) – початковими умовами.
Зокрема, для рiвняння другого порядку

y′′ = f(x, y, y′) (10.4)

задача Кошi полягає у знаходженнi розв’язку y = y(x), який
задовольняє початковi умови

y(x0) = y0, y
′(x0) = y′0. (10.5)

З геометричної точки зору задача Кошi (10.4), (10.5) по-
лягає у знаходженнi такої iнтегральної кривої, яка проходить
через точку (x0, y0) i має у цiй точцi заданий напрям дотичної
y′0, тобто tgα0 = y′0.

Зауважимо, що єдинiсть розв’язку задачi Кошi для рiвнян-
ня n-го порядку (10.2) не означає, що через точку (x0, y0) про-
ходить тiльки одна iнтегральна крива, як це було для рiвнян-
ня першого порядку, розв’язаного вiдносно похiдної (лекцiя 2).
Наприклад, єдинiсть розв’язку задачi Кошi (10.4), (10.5) озна-
чає, що через кожну точку (x0, y0) проходить єдина iнтегральна
крива рiвняння (10.4), дотична до якої у цiй точцi утворює з
додатним напрямом осi Ox кут α0, для якого tg α0 = y′0. Водно-
час, крiм цiєї iнтегральної кривої через точку (x0, y0) можуть
проходити й iншi iнтегральнi кривi, але з iншим нахилом до-
тичної у цiй точцi.

Приклад 1. Знайти розв’язок задачi Кошi y′′ + y = 0,
y(0) = 1, y′(0) = 0.
Розв’язання. Можна довести, що всi розв’язки рiвняння мi-
стяться в формулi

y = C1 cos x+ C2 sinx,

де C1 i C2 – довiльнi сталi. Звiдси y′ = −C1 sinx+C2 cos x. Ви-
беремо C1 i C2, щоб задовольнити початковi умови. Очевидно,
що C1 = 1, C2 = 0. Отже, шуканим розв’язком є y = cosx.
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Цей розв’язок єдиний. Однак через точку (0,1), окрiм кривої
y = cos x, проходить безлiч iнших iнтегральних кривих, якi мо-
жна описати формулою y = cos x + C2 sinx, де C2 – довiльна
стала, вiдмiнна вiд нуля, але жодна з дотичних до них у точцi
(0,1) не збiгається з дотичною до кривої y = cos x у цiй точцi. �

Розглянемо питання про механiчне трактування диферен-
цiального рiвняння другого порядку, його розв’язкiв та задачi
Кошi. Нехай матерiальна точка маси m рухається по прямiй,
яку приймемо за вiсь Ox, пiд дiєю сили F

(
t, x, dxdt

)
, залежної

вiд часу t, положення x i швидкостi dxdt у момент часу t. Згiдно
з другим законом Ньютона

m
d2x

dt2
= F

(
t, x,

dx

dt

)
,

де d2x
dt2

– прискорення точки в момент часу t, або

d2x

dt2
= f

(
t, x,

dx

dt

)
, (10.6)

де f = F/m.
Кожному розв’язку x = x(t) рiвняння (10.6) вiдповiдає пев-

ний закон руху, тому часто розв’язок x = x(t) називають
рухом, який визначений рiвнянням (10.6). Задача iнтегруван-
ня рiвняння (10.6) полягає у знаходженнi всiх рухiв, визначе-
них цим рiвнянням, та у вивченнi їх властивостей.

З механiчної точки зору задача Кошi для рiвняння (10.6)
полягає у знаходженнi такого руху x = x(t), який задовольняє
початковi умови

x(t0) = x0, x′(t0) = x′0,

тобто в початковий момент часу t = t0 точка повинна займати
задане положення x0 i мати задану швидкiсть x′0.

Достатня умова iснування розв’язку задачi Кошi для дифе-
ренцiального рiвняння першого порядку поширюється i на ви-
падок рiвняння n-го порядку: для iснування (неперервного ра-
зом з похiдними до порядку n включно) розв’язку задачi Кошi
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(10.2), (10.3) досить припустити,щоб права частина рiвняння
(10.2) була неперервною в околi початкових даних (теорема
Пеано).

Вiдповiдь на питання про iснування єдиного розв’язку за-
дачi Кошi (10.2), (10.3) дає така теорема [7, с. 93 – 99].

Теорема (Кошi). Якщо функцiя f
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
з

рiвняння (10.2) у деякому околi точки
(
x0, y0, y

′
0, . . . , y

(n−1)
0

)
неперервна за всiма аргументами i має обмеженi частиннi
похiднi за змiнними y, y′, . . . , y(n−1), то iснує єдиний розв’я-
зок задачi Кошi (10.2), (10.3), який визначений i неперервний
разом з похiдними до порядку n включно на деякому вiдрiзку
|x− x0| � h.

2. Класифiкацiя розв’язкiв. Загальним розв’язком
рiвняння (10.2) називають сiм’ю розв’язкiв цього рiвняння, за-
лежну вiд n довiльних сталих:

y = ϕ (x,C1, C2, . . . , Cn).

З геометричної точки зору на площинi (x, y) маємо сiм’ю
iнтегральних кривих, залежну вiд n параметрiв C1, C2, . . . , Cn,
причому рiвняння цiєї сiм’ї розв’язане вiдносно y.

Загальний розв’язок рiвняння (10.2) у неявному вигля-
дi Φ(x, y, C1, . . . , Cn) = 0 називають загальним iнтегралом
цього рiвняння.

У деяких випадках, iнтегруючи рiвняння (10.1), шукають
сiм’ю iнтегральних кривих, яка залежить вiд n довiльних ста-
лих C1, C2, . . . , Cn, у параметричному виглядi{

x = ϕ(p,C1, C2, . . . , Cn),
y = ψ(p,C1, C2, . . . , Cn).

Таку сiм’ю iнтегральних кривих називають загальним роз-
в’язком у параметричнiй формi.

Поняття частинних та особливих розв’язкiв для диференцi-
альних рiвнянь вищих порядкiв вводяться аналогiчно, як i для
рiвняння першого порядку.
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Розв’язок y = y(x) рiвняння (10.2) називають частинним,
якщо у кожнiй його точцi зберiгається єдинiсть розв’язку зада-
чi Кошi, тобто через кожну точку (x0, y(x0)) iнтегральної кри-
вої y = y(x) не проходить iнший розв’язок y = y1(x), який би
задовольняв початковi умови

y1(x0) = y(x0), y′1(x0) = y′(x0), . . . , y
(n−1)
1 (x0) = y(n−1)(x0).

Кожний розв’язок, який можна одержати з формули загально-
го розв’язку для певних допустимих числових значень сталих
C1, C2, . . . , Cn, буде, очевидно, частинним.

Розв’язок, у кожнiй точцi якого порушується єдинiсть
розв’язку задачi Кошi, називають особливим. Такий розв’я-
зок не можна одержати з формули загального розв’язку для
жодних значень сталих C1, C2, . . . , Cn.

Зауважимо, що диференцiальне рiвняння n-го порядку мо-
же мати сiм’ю особливих розв’язкiв, залежну вiд довiльних
сталих, кiлькiсть яких може бути n − 1. Проiлюструємо це на
прикладi.

Приклад 2. Зiнтегрувати рiвняння y′′ = 2
√
y′.

Розв’язання. Зробимо замiну y′ = z, де z = z(x) – нова шу-
кана функцiя. Тодi

z′ = 2
√
z ⇒

∫
dz

2
√
z
=

∫
dx (z �= 0) ⇒

√
z = x+ C1 ⇒ z = (x+ C1)

2 ⇒ y′ = (x+ C1)
2.

Iнтегруючи, знаходимо загальний розв’язок

y =
1

3
(x+ C1)

3 + C2.

Особливому розв’язку z = 0 рiвняння z′ = 2
√
z вiдповiдає

сiм’я y = C особливих розв’язкiв заданого рiвняння.
Вiдповiдь: y = (x+ C1)

3
/
3 + C2, y = C.
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3. Рiвняння, яке мiстить тiльки незалежну змiнну i
похiдну порядку n. У цьому пунктi лекцiї, а також на насту-
пнiй лекцiї вивчатимемо деякi класи звичайних диференцiаль-
них рiвнянь n-го порядку, загальний розв’язок (загальний iн-
теграл) яких можна знайти за допомогою квадратур. Зведення
до квадратур виконується або за допомогою спецiальних при-
йомiв, або шляхом попереднього зниження порядку рiвняння
(якщо отримане при цьому рiвняння iнтегрується у квадрату-
рах).

Розглянемо спочатку рiвняння, яке мiстить тiльки незале-
жну змiнну i похiдну порядку n, тобто рiвняння вигляду

F
(
x, y(n)

)
= 0. (10.7)

Розглянемо два можливi випадки.
Випадок 1. Рiвняння (10.7) можна розв’язати вiдносно

y(n). Тодi
y(n) = f(x). (10.8)

Для рiвняння (10.8) з неперервною функцiєю f(x) завжди мо-
жна знайти загальний розв’язок у квадратурах, послiдовно
зменшуючи порядок рiвняння на одиницю. Справдi, iнтегру-
ючи обидвi частини цього рiвняння, маємо

y(n−1) =

∫
f(x)dx+ C1.

Аналогiчно одержуємо

y(n−2) =

∫ ∫
f(x)dx dx+ C1x+ C2,

y(n−3) =

∫ ∫ ∫
f(x)dx dx dx+

C1

2
x2 + C2x+ C3,

. . . . . . . . .

y =

∫ ∫
. . .

∫
︸ ︷︷ ︸
n разiв

f(x)dx dx . . . dx+
C1

(n− 1)!
xn−1 +

+
C2

(n − 2)!
xn−2 + . . .+ Cn−1x+ Cn, (10.9)
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де C1, C2, . . . , Cn – довiльнi сталi. Формула (10.9) визначає за-
гальний розв’язок рiвняння (10.8).

Приклад 3. Зiнтегрувати рiвняння y′′′ = sin2 x.
Розв’язання. Права частина рiвняння неперервна для всiх
значень x. Двiчi послiдовно iнтегруючи обидвi частини рiвня-
ння, одержуємо

y′′ =
∫

sin2 x dx =

∫
1− cos 2x

2
dx =

x

2
− sin 2x

4
+ C1,

y′ =
∫ (

x

2
− sin 2x

4
+ C1

)
dx =

x2

4
+

cos 2x

8
+ C1x+ C2.

Iнтегруючи ще один раз, знаходимо загальний розв’язок:

y =
x3

12
+

sin 2x

16
+ C1x

2 + C2x+ C3,

де C1, C2, C3 – довiльнi сталi, C1 := C1/2.

Вiдповiдь: y =
x3

12
+

sin 2x

16
+ C1x

2 + C2x+C3.

Iнтегруючи послiдовно рiвняння (10.8), можна замiсть не-
визначених iнтегралiв використовувати визначенi iнтеграли зi
змiнною верхньою межею, беручи в якостi нижньої межi до-
вiльне число x0 з iнтервалу неперервностi правої частини цього
рiвняння. Тодi загальний розв’язок рiвняння (10.8) запишеться
у виглядi

y =

x∫
x0

x∫
x0

. . .

x∫
x0︸ ︷︷ ︸

n разiв

f(x)dx dx . . . dx+

+
C1

(n− 1)!
xn−1 +

C2

(n− 2)!
xn−2 + . . . +Cn−1x+ Cn,

де C1, C2, . . . , Cn – довiльнi сталi. Перший доданок у цiй фор-
мулi мiстить n квадратур (iнтегралiв), але їх можна замiнити
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однiєю квадратурою згiдно з формулою Кошi ([4, с. 164 –
165])

x∫
x0

x∫
x0

. . .

x∫
x0︸ ︷︷ ︸

n разiв

f(x)dx dx . . . dx =
1

(n− 1)!

x∫
x0

f(t)(x− t)n−1dt.

Тому загальний розв’язок рiвняння (10.8) можемо записати у
виглядi

y =
1

(n− 1)!

x∫
x0

f(t)(x− t)n−1dt+ C1x
n−1 + . . . + Cn−1x+ Cn,

(10.10)
де C1, C2, . . . , Cn – довiльнi (перепозначенi) сталi.

Приклад 4. Знайти розв’язок рiвняння y′′′ = ex
2
, який

задовольняє нульовi початковi умови.
Розв’язання. Права частина рiвняння неперервна для всiх
x ∈ R. Використовуючи формулу (10.10), у якiй беремо x0 = 0,
знаходимо загальний розв’язок заданого рiвняння:

y =
1

2

x∫
0

et
2
(x− t)2 dt+ C1x

2 + C2x+ C3,

де C1, C2, C3 – довiльнi сталi.
З того, що y(0) = y′(0) = y′′(0) = 0, знаходимо сталi C1 =

= C2 = C3 = 0, а тому шуканим розв’язком є

y =
1

2

x∫
0

et
2
(x− t)2 dt. �

Випадок 2. Рiвняння (10.7) не можна розв’язати через
елементарнi функцiї вiдносно y(n) або вираз для y(n) є надто
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складним. Такi рiвняння можна розв’язувати методом вве-
дення параметра. Припустимо, що у цьому випадку iснують
такi функцiї

x = ϕ(t), y(n) = ψ(t), (10.11)

де t – деякий параметр, що F
(
ϕ(t), ψ(t)

) ≡ 0.
Виразимо y через параметр t. Оскiльки

dy(n−1) = y(n)dx = ψ(t)ϕ′(t)dt,

то
y(n−1) =

∫
ψ(t)ϕ′(t)dt+ C1 ≡ ψ1(t, C1).

Далi, враховуючи, що

dy(n−2) = y(n−1)dx = ψ1(t, C1)ϕ
′(t)dt,

знаходимо

y(n−2) =

∫
ψ1(t, C1)ϕ

′(t)dt+ C2 ≡ ψ2(t, C1, C2).

Мiркуючи аналогiчно, врештi-решт зможемо знайти

y = ψn(t, C1, C2, . . . , Cn).

Отже, загальним розв’язком у параметричнiй формi рiвня-
ння (10.7) є

x = ϕ(t), y = ψn(t, C1, C2, . . . , Cn).

Вiдзначимо, що особливо легко знайти функцiї ϕ(t) i ψ(t) з
(10.11) у тому випадку, коли рiвняння (10.7) можна розв’язати
вiдносно незалежної змiнної, тобто якщо

x = ϕ
(
y(n)

)
.

У цьому випадку замiсть y(n) можна взяти довiльну неперервну
функцiю ψ(t) i тодi x = ϕ(ψ(t)). Зокрема, якщо ψ(t) = t, то
x = ϕ(t), y(n) = t.
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Приклад 5. Зiнтегрувати рiвняння x
√
1 + y′′2 = y′′.

Розв’язання. Покладемо y′′ = tg t. Тодi

x =
tg t√

1 + tg2 t
=

sin t| cos t|
cos t

= ± sin t,

причому знак плюс беремо тодi, коли cos t > 0, а знак мiнус –
коли cos t < 0.

Виразимо y через параметр t. Нехай cos t > 0. Тодi

dy′ = y′′ dx = tg t d(sin t) = sin t dt ⇒ y′ = − cos t+ C1;

dy = y′ dx = (− cos t+ C1) cos t dt ⇒
y = −

∫
cos2 t dt+ C1

∫
cos t dt ⇒

y = − t
2
− sin 2t

4
+ C1 sin t+ C2.

Отже, якщо cos t > 0, то загальним розв’язком (у параме-
тричнiй формi) заданого рiвняння є

x = sin t, y = − t
2
− sin 2t

4
+ C1 sin t+ C2.

Аналогiчно можна показати, що якщо cos t < 0, то загаль-
ним розв’язком є

x = − sin t, y = − t
2
− sin 2t

4
− C1 sin t+C2.

Вiдповiдь: x = sin t, y = − t
2 − sin 2t

4 + C1 sin t + C2, якщо
cos t > 0; x = − sin t, y = − t

2− sin 2t
4 −C1 sin t+C2, якщо cos t < 0.

У динамiцi матерiальної точки рiвняння вигляду x′′ = f(t),
де t – час, x = x(t), зустрiчається при вивченнi прямолiнiйного
руху, якщо сила, що дiє на точку, залежить тiльки вiд часу.

Задача 1. Знайти закон руху x(t) матерiальної точки ма-
си m, яка рухається по прямiй пiд дiєю сили, що змiнюється
за формулою F = k e−pt, де p > 0, якщо початковi положення
та швидкiсть руху дорiвнюють нулю.



Лекцiя 10. Диференцiальнi рiвняння вищих порядкiв 133

Розв’язання. Згiдно з другим законом Ньютона

mx′′ = k e−pt ⇒ x′′ =
k

m
e−pt,

тобто маємо рiвняння вигляду x′′ = f(t). Двiчi послiдовно iн-
тегруючи, одержуємо:

x′ = − k

mp
e−pt + C1 ⇒ x =

k

mp2
e−pt + C1t+ C2.

Оскiльки за умовою задачi x(0) = 0, v(0) = x′(0) = 0, то
C1 =

k
mp , C2 = − k

mp2
, а тому

x =
k

mp2
e−pt +

k

mp
t− k

mp2
⇒ x(t) =

k

mp2
(
e−pt + pt− 1

)
.

Зауважимо, що оскiльки lim
t→+∞ e−pt = 0, то для великих зна-

чень t знайдений рух наближається до рiвномiрного руху

x(t) =
k

mp
t− k

mp2
.

Вiдповiдь: x(t) =
k

mp2
(
e−pt + pt− 1

)
.

Рекомендована лiтература: [4, с. 148 – 168], [5, с. 136 –
151], [7, с. 91 – 108], [13, с. 65 – 72], [16, с. 15 – 17, 50 – 53].

Питання до лекцiї 10

1. Який загальний вигляд має диференцiальне рiвняння n-го по-
рядку, розв’язане вiдносно старшої похiдної? Що називають розв’яз-
ком цього рiвняння на деякому iнтервалi?

2. Як формулюється задача Кошi для диференцiального рiвня-
ння n-го порядку? Яка достатня умова iснування розв’язку такої
задачi? Наведiть теорему Кошi про iснування та єдинiсть розв’язку
задачi Кошi.

3. Який геометричний i механiчний змiст диференцiального рiв-
няння другого порядку, його розв’язкiв та вiдповiдних задач Кошi?
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4. Що називають загальним розв’язком (загальним iнтегралом)
диференцiального рiвняння n-го порядку? Який розв’язок назива-
ють частинним, особливим? Чи може диференцiальне рiвняння n-го
порядку мати безлiч особливих розв’язкiв?

5. Який вигляд має загальний розв’язок рiвняння y(n) = f(x) з
неперервною правою частиною? Яка формула дозволяє цей розв’я-
зок записати через одну квадратуру?

6. Як можна зiнтегрувати рiвняння, яке мiстить лише незале-
жну змiнну та n-ту похiдну шуканої функцiї, якщо розв’язати його
вiдносно похiдної шуканої функцiї неможливо?

Вправи до лекцiї 10

1. Зiнтегруйте рiвняння:

а) y′′ = 2x; б) y′′′ =
1

x
; в) yIV = sinx2.

2. Знайдiть частинний розв’язок рiвняння y′′′ = cosx, який задо-
вольняє початковi умови y(0) = −5, y′(0) = 1, y′′(0) = 4.

3. Зiнтегруйте методом введення параметра рiвняння:

а) ey
′′ − y′′2 = x; б) x = sin y′′ + 2y′′.



Лекцiя 11. Рiвняння вищих порядкiв, якi допускають зниження порядку 135

Лекцiя 11. Диференцiальнi рiвняння вищих
порядкiв, якi допускають зниження порядку

План

1. Рiвняння, яке не мiстить шуканої функцiї та кiлькох по-
слiдовних похiдних.

2. Рiвняння, яке не мiстить незалежної змiнної.
3. Рiвняння, однорiдне вiдносно шуканої функцiї та її похi-

дних.
4. Рiвняння з точними похiдними.

1. Рiвняння, яке не мiстить шуканої функцiї та кiль-
кох послiдовних похiдних. Розглянемо диференцiальне рiв-
няння n-го порядку

F
(
x, y(k), y(k+1), . . . , y(n)

)
= 0, (11.1)

де 1 � k < n. Введемо нову невiдому функцiю z = z(x) за фор-
мулою

y(k) = z. (11.2)

З (11.1), (11.2) випливає, що функцiя z є розв’язком рiвняння

F
(
x, z, z′, . . . , z(n−k)

)
= 0. (11.3)

Звичайно, не гарантовано, що рiвняння (11.3) можна зiнтегру-
вати у скiнченному виглядi, але його порядок на k менший
вiд порядку рiвняння (11.1). Таким чином, за допомогою за-
мiни (11.2) вдалося знизити порядок рiвняння (11.1) на k оди-
ниць. Якщо z = ω (x,C1, C2, . . . , Cn−k) – загальний розв’язок
або Φ(x, z, C1, C2, . . . , Cn−k) = 0 – загальний iнтеграл рiвняння
(11.3), то для знаходження функцiї y одержуємо диференцiаль-
нi рiвняння k-го порядку

y(k) = ω (x,C1, . . . , Cn−k)

або
Φ
(
x, y(k), C1, C2, . . . , Cn−k

)
= 0,
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якi вивчались на лекцiї 10 (це окремi випадки рiвнянь вигляду
y(n) = f(x) i Φ

(
x, y(n)

)
= 0 вiдповiдно).

Приклад 1. Зiнтегрувати рiвняння xy′′′ = y′′ − xy′′.
Розв’язання. Зробимо замiну y′′ = z. Тодi для знаходження
функцiї z = z(x) маємо рiвняння з вiдокремлюваними змiнни-
ми

xz′ = z(1 − x).
Зiнтегруємо це рiвняння:

dz

z
=

1− x
x

dx (z �= 0, x �= 0) ⇒ ln |z| = ln |x| − x+ C1 ⇒
z = C1xe

−x (
C1 := eC1

) ⇒ y′′ = C1xe
−x.

Одержали диференцiальне рiвняння вигляду y′′ = f(x). Двiчi
iнтегруючи частинами, знаходимо

y′ = C1

∫
xe−xdx+ C2 = −C1

(
xe−x + e−x

)
+ C2 ⇒

y = −C1

∫
xe−xdx+ C1e

−x + C2x+ C3 ⇒
y = C1(x+ 2)e−x + C2x+ C3.

Якщо z = 0, то y′′ = 0, тобто y = C̃1x + C̃2. Кожна з цих
функцiй (прямих) є частинним розв’язком заданого рiвняння.
Функцiя x = 0 не є розв’язком рiвняння.
Вiдповiдь: y = C1(x+ 2)e−x + C2x+ C3.

Задача 1. Точка маси m рухається по прямiй пiд дiєю
сили, яка змiнюється за формулою F1 = A sinωt. Вважаючи,
що опiр середовища пропорцiйний швидкостi точки, тобто
F2 = −kv, вивести закон руху x(t) точки, якщо її початко-
вi положення та швидкiсть дорiвнюють нулю.
Розв’язання. За умовою задачi F = F1 +F2. Згiдно з другим
законом Ньютона

ma = A sinωt− kv,
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а оскiльки v = x′, a = x′′, то одержуємо диференцiальне рiвня-
ння вигляду (11.1):

mx′′ + kx′ = A sinωt.

Початковими умовами є x(0) = 0, x′(0) = 0 (за умовою
задачi початковi положення та швидкiсть точки дорiвнюють
нулю).

Вводимо нову функцiю x′ = u (тодi x′′ = u′) i одержуємо
лiнiйне рiвняння першого порядку

u′ +
k

m
u =

A

m
sinωt

з початковою умовою u(0) = 0. Розв’язок цього рiвняння мо-
жна знайти за формулою (4.6) з лекцiї 4. Пропонуємо читачам
самостiйно переконатися в тому, що

u = C1e
− k
m
t +

Am

k2 + ω2m2

(
k

m
sinωt− ω cosωt

)
.

З умови u(0) = 0 знаходимо C1 =
Amω

k2+ω2m2 , а тому

u =
Am

k2 + ω2m2

(
ωe−

k
m
t +

k

m
sinωt− ω cosωt

)
.

Оскiльки u = x′, то функцiя x(t) є розв’язком рiвняння

x′ =
Am

k2 + ω2m2

(
ωe−

k
m
t +

k

m
sinωt− ω cosωt

)
,

iнтегруючи яке, знаходимо

x(t) =
Am

k2 + ω2m2

(
−mω

k
e−

k
m
t − k

mω
cosωt− sinωt

)
+ C2.

Оскiльки x(0) = 0, то

C2 =
Am

k2 + ω2m2

(
mω

k
+

k

mω

)
⇒ C2 =

A

kω
.

Таким чином,

x(t) =
A

kω
− Am

k2 + ω2m2

(
mω

k
e−

k
m
t +

k

mω
cosωt+ sinωt

)
. �
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2. Рiвняння, яке не мiстить незалежної змiнної. Роз-
глянемо рiвняння

F
(
y, y′, y′′, . . . , y(n)

)
= 0. (11.4)

Покажемо, що порядок цього рiвняння можна знизити на
одиницю. Для цього введемо нову функцiю z за формулою

y′ = z,

вважаючи y новою незалежною змiнною, тобто z = z(y). Ви-
разимо похiднi y′′, y′′′, . . . , y(n) через функцiю z та її похiднi за
змiнною y:

y′′ =
dy′

dx
=
dz

dx
=
dz

dy
· dy
dx

= z′z,

y′′′ =
dy′′

dx
=

d

dx

(
dz

dy
· z
)

=
d

dy

(
dz

dy
· z
)
dy

dx
= (z′′z + z′2)z,

. . . . . . . . .

y(n) = ω
(
z, z′, . . . , z(n−1)

)
.

Отже, для знаходження функцiї z одержали диференцiаль-
не рiвняння (n− 1)-го порядку

F
(
y, z, z′z , . . . , ω

(
z, z′, . . . , z(n−1)

))
= 0. (11.5)

Якщо вдасться знайти загальний розв’язок рiвняння (11.5):

z = ϕ (y,C1, C2, . . . , Cn−1),

то загальний iнтеграл рiвняння (11.4) зможемо знайти, зiнте-
грувавши рiвняння з вiдокремлюваними змiнними

y′ = ϕ (y,C1, C2, . . . , Cn−1),

а саме: ∫
dy

ϕ (y,C1, C2, . . . , Cn−1)
= x+ Cn.
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Зауважимо, що приймаючи y за незалежну змiнну, можна
втратити розв’язки рiвняння (11.4) вигляду y = C. Безпосере-
дньою пiдстановкою у рiвняння (11.4) легко з’ясувати, чи має
воно такi розв’язки.

Приклад 2. Зiнтегрувати рiвняння yy′′ = y′2 − y′3.
Розв’язання. Оскiльки рiвняння явно не мiстить x, то зроби-
мо замiну y′ = z(y). Тодi y′′ = z′z i, пiдставляючи в рiвняння,
маємо:

yz
dz

dy
= z2 − z3 ⇒ z

(
y
dz

dy
− z + z2

)
= 0 ⇒

z = 0 або y
dz

dy
= z − z2.

З першого рiвняння випливає, що y′ = 0, а отже, y = C, а з
другого:

y
dz

dy
= z − z2 ⇒

∫
dz

z − z2 =

∫
dy

y

(
z − z2 �= 0, y �= 0

) ⇒∫ (
1

1− z +
1

z

)
dz =

∫
dy

y
⇒

ln |z| − ln |1− z| = ln |y|+ C1 ⇒ z

1− z = C1y ⇒

z =
C1y

1 + C1y
.

Оскiльки z = y′, то

y′ =
C1y

1 + C1y
⇒ dy

dx
=

C1y

1 + C1y
⇒

1 + C1y

y
dy = C1dx (y �= 0) ⇒∫ (

1

y
+ C1

)
dy = C1x+C2 ⇒ ln |y|+C1y = C1x+ C2.

Якщо z − z2 = 0, то z = 0 або z = 1. Випадок z = 0 вже
розглянуто, а якщо z = 1, то y′ = 1, y = x+ C. Усi цi прямi є
особливими розв’язками.
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Вiдповiдь: ln |y|+ C1(y − x) = C2 , y = x+ C , y = C.

3. Рiвняння, однорiдне вiдносно шуканої функцiї та
її похiдних. Диференцiальне рiвняння

F
(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
= 0 (11.6)

називають однорiдним вiдносно шуканої функцiї та її похi-
дних, якщо його лiва частина для довiльного t �= 0 справджує
умову

F
(
x, ty, ty′, . . . , ty(n)

)
= tm · F

(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
, (11.7)

де число m – вимiр однорiдностi функцiї F. Покажемо, що за
допомогою пiдстановки

z =
y′

y
⇒ y = e

∫
z(x)dx, (11.8)

де z = z(x) – нова невiдома функцiя, порядок рiвняння (11.6)
можна знизити на одиницю. Справдi, оскiльки

y′ = yz, y′′ = y′z + yz′ = y(z2 + z′),

y′′′ = y · (z′′ + 3zz′ + z3), . . . , y(n) = y · ψ
(
z, z′, . . . , z(n−1)

)
,

то, пiдставляючи цi вирази в (11.6), маємо спiввiдношення

F
(
x, y, y z, y · (z2 + z′), . . . , y · ψ

(
z, z′, . . . , z(n−1)

))
= 0,

яке, враховуючи (11.7), можемо записати у виглядi

ym · F
(
x, 1, z, z2 + z′, . . . , ψ

(
z, z′, . . . , z(n−1)

))
= 0.

Пiсля скорочення на ym (y �= 0) одержуємо диференцiальне
рiвняння (n− 1)-го порядку:

F
(
x, 1, z, z2 + z′, . . . , ψ

(
z, z′, . . . , z(n−1)

))
= 0. (11.9)
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Якщо z = ϕ(x,C1, C2, . . . , Cn−1) – загальний розв’язок рiвня-
ння (11.9), то, беручи до уваги (11.8), знаходимо загальний
розв’язок однорiдного рiвняння (11.6):

y = Cn · e
∫
ϕ(x,C1,C2,...,Cn−1)dx,

де C1, C2, . . . , Cn – довiльнi сталi.
Iнтегруючи рiвняння (11.6), ми припускали, що y �= 0. Фун-

кцiя y = 0 теж є розв’язком цього рiвняння, але її можна отри-
мати з формули загального розв’язку при Cn = 0.

Приклад 3. Зiнтегрувати рiвняння yy′′−y′2−30√xy2 = 0.
Розв’язання. Легко переконатися, що лiва частина рiвняння
є однорiдною функцiєю (вимiру 2), а тому рiвняння є однорi-
дним. Нехай y′ = yz. Тодi y′′ = (z′ + z2) y i, пiдставляючи у
рiвняння, одержуємо:

y2(z′ + z2) = y2z2 + 30
√
xy2 ⇒ z′ = 30

√
x (y �= 0) ⇒

z = 20x
√
x+ C1 ⇒ y′

y
= 20x

√
x+ C1 ⇒

ln |y| = 8x2
√
x+ C1x+C2 ⇒ y = C2e

8x2
√
x+C1x.

Функцiя y = 0 є частинним розв’язком.
Вiдповiдь: y = C2e

8x2
√
x+C1x.

4. Рiвняння з точними похiдними. Так називають рiв-
няння вигляду

F
(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
= 0, (11.10)

лiва частина якого є точною (повною) похiдною деякої функцiї,
тобто

F
(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
=

d

dx
Φ
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
.

При цьому одержуємо рiвняння

Φ
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
= C1, (11.11)
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де C1 – довiльна стала, тобто порядок рiвняння (11.10) вдалося
знизити на одиницю.

Рiвнiсть (11.11) називають першим iнтегралом рiвняння
(11.10).

Приклад 4. Зiнтегрувати рiвняння

xy′′ − y′
x2

− yy′ = 0.

Розв’язання. Лiву частину рiвняння можемо записати як(
y′

x
− 1

2
y2
)′

= 0,

звiдки знаходимо перший iнтеграл рiвняння:

y′

x
− 1

2
y2 = C1. (11.12)

Спiввiдношення (11.12) – це рiвняння з вiдокремлюваними
змiнними, тому

dy

y2 + C1
=
x

2
dx (C1 := 2C1) ⇒

∫
dy

y2 + C1
=
x2

4
+ C2,

причому iнтеграл залежить вiд сталої C1, яка може набувати
значення рiзних знакiв.

Якщо C1 = 0, то одержуємо особливi розв’язки

−1

y
=
x2

4
+ C2 ⇒ y = − 4

x2 + C
(C := 4C2).

Якщо C1 > 0, то

1√
C1

arctg
y√
C1

=
x2

4
+ C2 ⇒

y = 4C1 tg(C1x
2 + C2)

(
C1 :=

√
C1/4, C2 := C2

√
C1

)
.
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Якщо C1 < 0, то

1

2
√|C1|

ln

∣∣∣∣∣y −
√|C1|

y +
√|C1|

∣∣∣∣∣ = x2

4
+ C2 ⇒

2

C1
ln

∣∣∣∣y − C1

y + C1

∣∣∣∣ = x2 + C2

(
C1 :=

√
|C1|, C2 := 4C2

)
.

Вiдповiдь: y = 4C1 tg(C1x
2 + C2),

2
C1

ln
∣∣∣ y−C1

y+C1

∣∣∣ = x2 + C2,

y = − 4
x2+C .

Якщо (11.10) не є рiвнянням з точними похiдними, то у
багатьох випадках вдається знайти таку функцiю

μ = μ
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
,

пiсля множення на яку лiва частина цього рiвняння буде
точною похiдною. Функцiю μ називають iнтегрувальним
множником рiвняння (11.10). Потрiбно пам’ятати, що вико-
нуючи множення на iнтегрувальний множник, можна отрима-
ти зайвi розв’язки (розв’язки рiвняння μ = 0), а також втра-
тити деякi розв’язки (розв’язки, вздовж яких функцiя μ пере-
творюється у нескiнченнiсть).

Ми не розглядатимемо питання про знаходження iнтегру-
вального множника у загальному випадку (це надзвичайно
складно), а обмежимося розглядом прикладу.

Приклад 5. Зiнтегрувати рiвняння yy′′ − y′2 = y′.
Розв’язання. Iнтегрувальним множником цього рiвняння є
функцiя y−2. Справдi, подiливши обидвi частини рiвняння на
y2 (y �= 0), одержуємо:

yy′′ − y′2
y2

− y′

y2
= 0 ⇒

(
y′

y
+

1

y

)′
= 0 ⇒

y′

y
+

1

y
= C1 ⇒ y′ = C1y − 1 ⇒ dy

C1y − 1
= dx.
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Отримали рiвняння з вiдокремленими змiнними. Якщо
C1 �= 0, то маємо загальний розв’язок:

y = C2e
C1x +

1

C1
.

Якщо C1 = 0, то одержуємо особливi розв’язки y = −x+C.
Крiм того, особливим розв’язком є функцiя y = 0.
Вiдповiдь: y = C2e

C1x + 1
C1
, y = −x+ C, y = 0.

За допомогою iнтегрувального множника легко зiнтегрува-
ти рiвняння

y′′ = f(y), (11.13)

яке є окремим випадком (11.4). Справдi, якщо помножити оби-
двi частини рiвняння (11.13) на μ = 2y′, то

2y′y′′ = 2f(y)y′ ⇒ d

dx

(
y′2

)
=

d

dx

(
2

∫
f(y)dy

)
⇒

y′2 = 2

∫
f(y)dy + C1.

Отже, загальний розв’язок рiвняння (11.13) можемо запи-
сати у виглядi ∫

dy√
2
∫
f(y)dy + C1

= ±x+ C2.

Рекомендована лiтература: [2, с. 114 – 135], [4, с. 168 –
179], [5, с. 143 – 146, 151 – 161], [7, с. 107 – 113], [17, с. 227 – 287].

Питання до лекцiї 11

1. За допомогою якої замiни можна знизити порядок диферен-
цiального рiвняння n-го порядку, що не мiстить шуканої функцiї,
i рiвняння, що не мiстить шуканої функцiї та послiдовних перших
похiдних? Запишiть загальний вигляд таких рiвнянь.

2. Який загальний вигляд має диференцiальне рiвняння n-го по-
рядку, яке не мiстить незалежної змiнної? За допомогою якої замiни
можна знизити порядок цього рiвняння?
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3. Яку умову має справджувати лiва частина диференцiального
рiвняння F

(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
= 0, щоб воно було однорiдним вiдносно

шуканої функцiї та її похiдних? Яка замiна виконується у такому
рiвняннi?

4. Як можна знизити порядок рiвняння F
(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
= 0,

якщо його лiва частина є точною похiдною деякої функцiї? Що нази-
вають першим iнтегралом? Яку функцiю називають iнтегрувальним
множником такого рiвняння?

Вправи до лекцiї 11

1. Визначте тип рiвнянь та зiнтегруйте їх:

а) xy′′ + xy′2 + y′ = 0; б) y′ + y′′2 = xy′; в) 4
√
yy′′ = 1.

2. Знайдiть розв’язок рiвнянь, якi задовольняють заданi початко-
вi умови, дослiдивши попередньо питання про iснування та єдинiсть
шуканого розв’язку:

а) y′′ = (1 + y′2)3/2, y(0) = 1, y′(0) = 0;

б) 4y′ + y′′2 = 4xy′′, y(0) = 0, y′(0) = −1.

3. Вiдшукайте рiвняння, однорiдне вiдносно шуканої функцiї та
її похiдних, та зiнтегруйте його:

а) x2y2 − y′′2 + yy′2 = 0; б) xyy′′ + yy′ = xy′2 + y2;
в) xyy′′ + xy′2 −√yy′ = 0.

4. Знайдiть iнтегральну криву рiвняння yy′′+ y′2 = 1, яка прохо-
дить через точку (0, 1) i дотикається у цiй точцi до прямої y = 1−x.
Обґрунтуйте єдинiсть такої iнтегральної кривої.

5. Зiнтегруйте рiвняння з точними похiдними:

а) yy′′ + y′2 = 1; б) y′′ − xy′ = y + 1.

6. Доведiть, що рiвняння y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x) буде рiв-
нянням з точними похiдними, тодi i тiльки тодi, коли q(x) = p′(x).
Зiнтегруйте рiвняння y′′ + cosx · y′ − sinx · y = 0.
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Лекцiя 12. Лiнiйнi однорiднi диференцiальнi
рiвняння n-го порядку

План

1. Основнi означення й поняття.
2. Властивостi розв’язкiв лiнiйного однорiдного рiвняння.
3. Лiнiйно залежнi та лiнiйно незалежнi функцiї.
4. Основна теорема.
5. Формула Остроградського – Лiувiлля.

1. Основнi означення й поняття. У багатьох прикла-
дних задачах функцiї, що вивчаються, та їх похiднi набувають
настiльки малих значень, що їх квадратами, кубами i вищими
степенями можна знехтувати. Це дозволяє замiнити довiльнi
залежностi мiж величинами залежностями лiнiйними (див. та-
кож лекцiю 9, п. 1). Застосовуючи операцiю лiнеаризацiї до ди-
ференцiальних рiвнянь, що описують певний процес чи явище,
одержують диференцiальнi рiвняння, в якi шукана функцiя та
її похiднi входять лiнiйно. Такi рiвняння називають лiнiйними.
Лiнiйним диференцiальним рiвнянням n-го порядку

називають рiвняння вигляду

y(n) + p1(x)y
(n−1) + . . .+ pn−1(x)y

′ + pn(x)y = f(x). (12.1)

Якщо f(x) ≡ 0 на iнтервалi (a, b), то рiвняння (12.1) нази-
вають лiнiйним однорiдним. Воно має вигляд

y(n) + p1(x)y
(n−1) + . . .+ pn−1(x)y

′ + pn(x)y = 0. (12.2)

Якщо функцiя f(x) тотожно вiдмiнна вiд нуля на iнтервалi
(a, b), то рiвняння (12.1) називають лiнiйним неоднорiдним.

Розглянемо питання про iснування розв’язку рiвняння
(12.1). Розв’язавши його вiдносно старшої похiдної, маємо:

y(n) = f(x)− p1(x)y(n−1) − . . .− pn−1(x)y
′ − pn(x)y. (12.3)

Якщо функцiї p1(x), p2(x), . . . , pn(x) (коефiцiєнти рiвняння)
i f(x) неперервнi на деякому iнтервалi (a, b), то права частина
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рiвняння (12.3) є неперервною функцiєю на iнтервалi (a, b) i
має неперервнi, а отже, й обмеженi на вiдрiзку [a1, b1] ⊂ (a, b)
частиннi похiднi за змiнними y, y′, . . . , y(n−1) (ними є функцiї
−pn(x), −pn−1(x), . . . , −p1(x) вiдповiдно). Отже, з теореми Ко-
шi (лекцiя 10) випливає, що для будь-яких початкових умов

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, . . . , y(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 ,

де x0 ∈ (a, b), рiвняння (12.1) має єдиний розв’язок y = y(x).
Цей розв’язок n разiв диференцiйовний на iнтервалi (a, b). Осо-
бливих розв’язкiв рiвняння (12.1) не має.

Для скорочення записiв позначимо лiву частину рiвняння
(12.1) через L[ y ]:

L[ y ] ≡ y(n) + p1(x)y
(n−1) + . . .+ pn−1(x)y

′ + pn(x)y. (12.4)

Таким чином, L[ y ] – це результат виконання над функцiєю y
операцiй, вказаних у правiй частинi формули (12.4), а саме:
знаходження похiдних функцiї y до порядку n включно, мно-
ження y, y′, y′′, . . . , y(n) на коефiцiєнти рiвняння й додавання
отриманих добуткiв. Сукупнiсть цих операцiй позначимо через
L:

L ≡ dn

dxn
+ p1(x)

dn−1

dxn−1
+ . . .+ pn−1(x)

d

dx
+ pn(x)

i називатимемо лiнiйним диференцiальним оператором
n-го порядку.

Вiдзначимо основнi властивостi оператора L.

Властивiсть 1. Сталий множник можна винести за знак
лiнiйного диференцiального оператора, тобто

L[Cy ] = C L[ y ].

Властивiсть 2. Лiнiйний диференцiальний оператор вiд
суми функцiй дорiвнює сумi лiнiйних диференцiальних опера-
торiв вiд доданкiв, тобто

L[ y1 + y2 ] = L[ y1 ] + L[ y2 ].
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Використовуючи оператор L, лiнiйне неоднорiдне рiвняння
(12.1) i лiнiйне однорiдне рiвняння (12.2) можна записувати
вiдповiдно як L[ y ] = f(x) i L[ y ] = 0.

Очевидно, кожне лiнiйне однорiдне рiвняння (12.2) має ну-
льовий розв’язок y ≡ 0, який називають тривiальним.

2. Властивостi розв’язкiв лiнiйного однорiдного рiв-
няння. Пiзнiше буде показано, що знання частинних розв’яз-
кiв лiнiйного однорiдного рiвняння спрощує процес побудови
загального розв’язку, а iнодi дозволяє повнiстю розв’язати за-
дачу iнтегрування цього рiвняння. Це є можливим завдяки то-
му, що частиннi розв’язки лiнiйного однорiдного рiвняння ма-
ють низку цiкавих властивостей, якi сформулюємо у виглядi
теорем.

Теорема 1. Якщо y1 – частинний розв’язок лiнiйного одно-
рiдного рiвняння (12.2), то y = Cy1, де C – довiльна стала,
також є розв’язком цього рiвняння.
Доведення. Оскiльки L[ y1 ] ≡ 0, a < x < b, то згiдно з власти-
вiстю 1 оператора L (п. 1) L[Cy1 ] = CL[ y1 ] ≡ 0, а отже, Cy1 є
розв’язком рiвняння (12.2). �

Таким чином, знаючи один частинний розв’язок рiвняння
(12.2), можемо без квадратур одержати вiдразу сiм’ю розв’яз-
кiв цього рiвняння, залежну вiд одного параметра (сталої C).
Теорема 2. Якщо y1 i y2 – два частиннi розв’язки лiнiй-

ного однорiдного рiвняння (12.2), то їх сума y1 + y2 також є
розв’язком цього рiвняння.
Доведення. Оскiльки L[ y1 ] ≡ 0, L[ y2 ] ≡ 0, то за властивi-
стю 2 оператора L маємо: L[ y1 + y2 ] = L[ y1 ] + L[ y2 ] ≡ 0. �

З теорем 1, 2 випливає таке твердження.
Теорема 3. Якщо y1, y2, . . . , yn – частиннi розв’язки лi-

нiйного однорiдного рiвняння (12.2), то

y = C1y1 + C2y2 + . . . + Cnyn,

де C1, C2, . . . , Cn – довiльнi сталi, також є розв’язком цього
рiвняння.
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Розглянемо, наприклад, рiвняння y′′+y = 0. Воно, як легко
переконатись, має розв’язки y1 = cos x, y2 = sinx, а тому згi-
дно з теоремою 3 його розв’язком є також кожна функцiя сiм’ї
y = C1 cos x+ C2 sinx, де C1, C2 – довiльнi сталi.

Природно виникає питання: якими повиннi бути n частин-
них розв’язкiв y1, y2, . . . , yn рiвняння (12.2), щоб їх лiнiйна
комбiнацiя y = C1y1 +C2y2 + . . .+Cnyn, яка мiстить n довiль-
них сталих, була загальним розв’язком цього рiвняння? Для
вiдповiдi на це важливе питання введемо поняття лiнiйної за-
лежностi (лiнiйної незалежностi) функцiй.

3. Лiнiйно залежнi та лiнiйно незалежнi функцiї.
Функцiї y1 = y1(x), y2 = y2(x), . . . , yn = yn(x), визначенi на
iнтервалi (a, b), називають лiнiйно незалежними на цьому
iнтервалi, якщо спiввiдношення

α1y1 + α2y2 + . . .+ αnyn ≡ 0, (12.5)

де α1, α2, . . . , αn – сталi, виконується для всiх x ∈ (a, b) тiльки
тодi, коли всi α1 = α2 = . . . = αn = 0. Якщо у спiввiдношеннi
(12.5) хоча б одна iз сталих α1, α2, . . . , αn вiдмiнна вiд нуля,
то функцiї y1, y2, . . . , yn називають лiнiйно залежними на
iнтервалi (a, b).

Розглянемо приклади.
1. Функцiї y1 = 1, y2 = x, . . . , yn = xn−1 лiнiйно незалежнi

на iнтервалi (−∞,+∞). Справдi, рiвнiсть α1 ·1 + α2x + . . . +
+ αnx

n−1 = 0, в якiй не всi αj дорiвнюють нулю, не може ви-
конуватись тотожно, бо є алгебричним рiвнянням (n − 1)-го
степеня, яке не може мати бiльше n− 1 рiзних коренiв.

2. Функцiї y1 = cos x, y2 = sinx лiнiйно незалежнi на будь-
якому iнтервалi, бо спiввiдношення α1 cosx + α2 sinx = 0, де
α1 i α2 одночасно не дорiвнюють нулю, не може виконуватись
тотожно на жодному iнтервалi.

3. Функцiї y1 = sin2 x, y2 = cos2 x, y3 = 3 лiнiйно залежнi на
iнтервалi (−∞,+∞), бо 3 · sin2 x+ 3 · cos2 x+ (−1) · 3 ≡ 0.

Для встановлення ознак лiнiйної залежностi та лiнiйної не-
залежностi функцiй y1, y2, . . . , yn розглянемо визначник, скла-
дений з цих функцiй та їх похiдних до порядку n− 1 включно:
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W (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
y1 y2 · · · yn
y′1 y′2 · · · y′n
· · · · · · · · · · · ·

y
(n−1)
1 y

(n−1)
2 · · · y

(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣. (12.6)

Визначник (12.6) називають визначником Вронського або
вронскiаном функцiй y1, y2, . . . , yn.

Теорема 4 (необхiдна умова лiнiйної залежностi n
функцiй). Якщо функцiї y1, y2, . . . , yn лiнiйно залежнi на
деякому iнтервалi (a, b), то їх вронскiан тотожно дорiвнює
нулю на цьому iнтервалi.
Доведення. Згiдно з умовою теореми для a < x < b маємо

α1y1 + α2y2 + . . .+ αnyn ≡ 0, (12.7)

де не всi числа α1, α2, . . . , αn дорiвнюють нулю. Диференцiюю-
чи спiввiдношення (12.7) n − 1 разiв, одержуємо лiнiйну одно-
рiдну систему вiдносно α1, α2, . . . , αn:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

α1y1 + α2y2 + . . .+ αnyn = 0,
α1y

′
1 + α2y

′
2 + . . .+ αny

′
n = 0,

· · · · · · · · ·
α1y

(n−1)
1 + α2y

(n−1)
2 + . . . + αny

(n−1)
n = 0.

(12.8)

Оскiльки хоча б одне число αj вiдмiнне вiд нуля, то система
(12.8) має ненульовий розв’язок. Отже, визначник цiєї системи,
який є вронскiаном функцiй y1, y2, . . . , yn, дорiвнює нулю в
кожнiй точцi iнтервалу (a, b). �

З теореми 4 випливає важливе твердження: якщо W (x) �= 0
хоча б в однiй точцi iнтервалу (a, b), то y1, y2, . . . , yn – лiнiйно
незалежнi на цьому iнтервалi функцiї.

Наголошуємо, що тотожнiстьW (x) ≡ 0 є тiльки необхiдною
умовою лiнiйної залежностi функцiй y1, y2, . . . , yn, тобто з то-
го, що W (x) ≡ 0, взагалi кажучи, не випливає, що цi функцiї
лiнiйно залежнi (див. вправу 7 до лекцiї). Однак, якщо функцiї
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y1, y2, . . . , yn є частинними розв’язками лiнiйного однорiдного
рiвняння (12.2), то справджується таке твердження.

Теорема 5 (необхiдна умова лiнiйної незалежностi
n розв’язкiв лiнiйного однорiдного рiвняння n-го по-
рядку). Якщо розв’язки y1, y2, . . . , yn лiнiйного однорiдного
рiвняння (12.2) лiнiйно незалежнi на iнтервалi (a, b), то їх
вронскiан вiдмiнний вiд нуля в усiх точках цього iнтервалу.
Доведення. Припустимо, що W (x0) = 0, де x0 – деяка точка
iнтервалу (a, b). Складемо систему рiвнянь вiдносно невiдомих
C1, C2, . . . , Cn:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

C1y1(x0) + C2y2(x0) + . . . + Cnyn(x0) = 0,
C1y

′
1(x0) + C2y

′
2(x0) + . . . + Cny

′
n(x0) = 0,

. . . . . . . . .

C1y
(n−1)
1 (x0) + C2y

(n−1)
2 (x0) + . . .+ Cny

(n−1)
n (x0) = 0.

(12.9)

Визначником системи (12.9) є W (x0), а оскiльки за припуще-
нням W (x0) = 0, то ця система має ненульовий розв’язок. По-
значимо цей розв’язок через C1 = C̃1, C2 = C̃2, . . . , Cn = C̃n i
складемо лiнiйну комбiнацiю розв’язкiв y1, y2, . . . , yn:

y = C̃1y1 + C̃2y2 + . . . + C̃nyn. (12.10)

Згiдно з теоремою 3 функцiя (12.10) є розв’язком рiвняння
(12.2), а з системи (12.9) випливає, що у точцi x = x0 розв’я-
зок (12.10) перетворюється в нуль разом з усiма похiдними до
порядку n− 1 включно. Але цi самi умови задовольняє також
тривiальний розв’язок y ≡ 0 рiвняння (12.2), а отже, згiдно з
теоремою Кошi (про єдинiсть розв’язку) обидва розв’язки збi-
гаються, тобто

C̃1y1 + C̃2y2 + . . .+ C̃nyn ≡ 0,

причому не всi числа C̃j дорiвнюють нулю. Це означає, що фун-
кцiї y1, y2, . . . , yn лiнiйно залежнi на iнтервалi (a, b), що супе-
речить умовi теореми. Отже, наше припущення хибне, а тому
W (x0) �= 0, x0 ∈ (a, b). �
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З теорем 4, 5 випливає ознака лiнiйної незалежностi n ча-
стинних розв’язкiв рiвняння (12.2): для того, щоб n розв’язкiв
лiнiйного однорiдного рiвняння (12.2) були лiнiйно незалежни-
ми на iнтервалi (a, b), необхiдно i достатньо, щоб їх врон-
скiан не перетворювався в нуль у жоднiй точцi цього iнтер-
валу.

4. Основна теорема. Будь-яку сукупнiсть n розв’язкiв лi-
нiйного однорiдного рiвняння (12.2), визначених i лiнiйно не-
залежних на iнтервалi (a, b), називають фундаментальною
системою розв’язкiв цього рiвняння на iнтервалi (a, b).

Наприклад, функцiї y1 = cos x, y2 = sinx утворюють фун-
даментальну систему розв’язкiв рiвняння y′′ + y = 0 на iнтер-
валi (−∞,+∞), бо вони є розв’язками цього рiвняння i лiнiйно
незалежнi на (−∞,+∞). Але це рiвняння має й iншi фунда-
ментальнi системи розв’язкiв, наприклад, кожна пара функцiй
y1 = k cosx, y2 = k sinx, де k – довiльна стала, вiдмiнна вiд
нуля, також буде фундаментальною системою розв’язкiв.

Можна довести (див., наприклад, [7, с. 118 – 119]), що кожне
лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння має фундаменталь-
ну систему розв’язкiв, а як видно з наведеного прикладу, таке
рiвняння може мати безлiч фундаментальних систем розв’яз-
кiв.

Знання фундаментальної системи розв’язкiв дає можли-
вiсть побудувати розв’язок рiвняння (12.2), який мiстить n до-
вiльних сталих, причому цей розв’язок буде загальним.

Теорема 6 (Основна теорема). Якщо y1, y2, . . . , yn –
фундаментальна система розв’язкiв лiнiйного однорiдного рiв-
няння (12.2), то загальний розв’язок цього рiвняння визнача-
ється формулою

y = C1y1 + C2y2 + . . . + Cnyn, (12.11)

де C1, C2, . . . , Cn – довiльнi числа.
Доведення. Покажемо, що сталi C1, C2, . . . , Cn завжди можна
вибрати так, щоб формула (12.11) визначала розв’язок рiвнян-
ня (12.2), який задовольняє будь-якi наперед заданi початковi
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умови:

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, . . . , y
(n−1)(x0) = y

(n−1)
0 . (12.12)

Для визначення C1, C2, . . . , Cn одержуємо неоднорiдну си-
стему лiнiйних алгебричних рiвнянь⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

C1y1(x0) + C2y2(x0) + . . . + Cnyn(x0) = y0,
C1y

′
1(x0) + C2y

′
2(x0) + . . . + Cny

′
n(x0) = y′0,

. . . . . . . . .

C1y
(n−1)
1 (x0) + C2y

(n−1)
2 (x0) + . . .+ Cny

(n−1)
n (x0) = y

(n−1)
0 ,
(12.13)

визначником якої якої єW (x0). Згiдно з теоремою 5W (x0) �= 0,
а отже, система (12.13) має єдиний розв’язок C̃1, C̃2, . . . , C̃n.
Функцiя (12.11) є розв’язком рiвняння (12.2) згiдно з теоремою
3. Вираз (12.11), в якому Ci = C̃i, i = 1, 2, . . . , n, очевидно,
задовольняє початковi умови (12.12). �

Повернiмось до рiвняння y′′ + y = 0. Ранiше було показано,
що функцiї y1 = cosx, y2 = sinx утворюють фундаменталь-
ну систему розв’язкiв на iнтервалi (−∞,+∞), а тому згiдно з
теоремою 6 y = C1 cos x+C2 sinx є загальним розв’язком наве-
деного рiвняння.

5. Формула Остроградського – Лiувiлля. Нехай має-
мо n лiнiйно незалежних частинних розв’язкiв y1, y2, . . . , yn
лiнiйного однорiдного рiвняння (12.2). Тодi це рiвняння можна
записати у виглядi∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1 y2 · · · yn y
y′1 y′2 · · · y′n y′

· · · · · · · · · · · · · · ·
y
(n−1)
1 y

(n−1)
2 · · · y

(n−1)
n y(n−1)

y
(n)
1 y

(n)
2 · · · y

(n)
n y(n)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0, (12.14)

бо рiвняння (12.14) має тi самi лiнiйно незалежнi розв’язки, що
й (12.2). Справдi, якщо пiдставити в (12.14) замiсть y одну з
функцiй y1, y2, . . . , yn, то одержимо визначник, який має два
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однаковi стовпцi i тому тотожно рiвний нулю. Звiдси випли-
ває, що загальнi розв’язки рiвнянь (12.2) i (12.14) однаковi, а
самi рiвняння вiдрiзняються лише множником. Розкладаючи
визначник з (12.14) за елементами останнього стовпця, запи-
шемо рiвняння (12.14) у виглядi

Δ0(x)y
(n) −Δ1(x)y

(n−1) +Δ2(x)y
(n−2) − . . .

. . .+ (−1)kΔk(x)y
(n−k) + . . .+ (−1)nΔn(x)y = 0, (12.15)

де Δi(x) – визначник, утворений викреслюванням останнього
стовпця i (n+ 1− i)-го рядка у визначнику з (12.14).

Оскiльки рiвняння (12.15) збiгається з рiвнянням (12.2), то
прирiвнюючи коефiцiєнти бiля однакових похiдних i врахову-
ючи, що Δ0(x) =W (x), одержуємо

p1(x)=−Δ1(x)

W (x)
, p2(x)=

Δ2(x)

W (x)
, . . . , pn(x)= (−1)nΔn(x)

W (x)
.

(12.16)
Здиференцiюємо тепер вронскiан (12.6), використовуючи

таке правило диференцiювання: похiдна вiд визначника n-го
порядку дорiвнює сумi n визначникiв, якi одержуємо з ньо-
го почерговою замiною елементiв першого, другого, . . . , n-го
рядка їх похiдними. Усi цi визначники, крiм останнього, дорiв-
нюють нулю (вони мають два однаковi рядки), а тому

W ′(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1 y2 · · · yn
y′1 y′2 · · · y′n
· · · · · · · · · · · ·

y
(n−2)
1 y

(n−2)
2 · · · y

(n−2)
n

y
(n)
1 y

(n)
2 · · · y

(n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Легко бачити, що W ′(x) = Δ1(x), а якщо врахувати першу
формулу з (12.16), то

W ′(x)
W (x)

= − p1(x),
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звiдки, iнтегруючи, знаходимо

W (x) =W (x0) · e
−
x∫

x0

p1(x)dx

, (12.17)

де x = x0 – довiльна точка з iнтервалу (a, b). Формулу (12.17)
називають формулою Остроградського – Лiувiлля. Вона
дозволяє знайти вронскiан фундаментальної системи розв’яз-
кiв рiвняння (12.2), не маючи самої системи.

З формули Остроградського – Лiувiлля випливають такi
властивостi вронскiана розв’язкiв лiнiйного однорiдного
рiвняння:

1. Якщо вронскiан n розв’язкiв y1, y2, . . . , yn рiвняння (12.2)
дорiвнює нулю в деякiй точцi x0 ∈ (a, b), то вiн дорiвнює нулю
в усiх точках цього iнтервалу.

2. Якщо вронскiан n розв’язкiв рiвняння (12.2) вiдмiнний
вiд нуля хоч в однiй точцi x0 ∈ (a, b), то вiн вiдмiнний вiд
нуля в усiх точках цього iнтервалу.

Формулу (12.14) можна використовувати для побудови ди-
ференцiального рiвняння, якщо вiдомою є його фундаменталь-
на система розв’язкiв.

Приклад 1. Побудувати диференцiальне рiвняння, яке має
фундаментальну систему розв’язкiв y1(x) = x2, y2(x) = x− 1.
Розв’язання. Скористаємось формулою (12.14):∣∣∣∣∣∣

x2 x− 1 y
2x 1 y′

2 0 y′′

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Розкладемо визначник за елементами третього стовпця:

y

∣∣∣∣ 2x 1
2 0

∣∣∣∣− y′ ∣∣∣∣ x2 x− 1
2 0

∣∣∣∣+ y′′
∣∣∣∣ x2 x− 1
2x 1

∣∣∣∣ = 0 ⇒

(x2 − 2x)y′′ + 2(1− x)y′ + 2y = 0. �

Рекомендована лiтература: [4, с. 363 – 389], [5, с. 174 –
197], [7, с. 113 – 121], [16, с. 91 – 102].
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Питання до лекцiї 12

1. Який вигляд має лiнiйне диференцiальне рiвняння n-го по-
рядку? Чим лiнiйне однорiдне рiвняння вiдрiзняється вiд лiнiйного
неоднорiдного?

2. Що називають лiнiйним диференцiальним оператором n-го по-
рядку i якi його основнi властивостi? Як можна записати лiнiйнi
однорiдне i неоднорiдне рiвняння з використанням лiнiйного дифе-
ренцiального оператора?

3. Чи є лiнiйна комбiнацiя зi сталими коефiцiєнтами частинних
розв’язкiв лiнiйного однорiдного рiвняння розв’язком цього ж рiвня-
ння?

4. Якi функцiї називають лiнiйно незалежними та лiнiйно зале-
жними на iнтервалi? Наведiть приклади таких функцiй.

5. Що називають вронскiаном функцiй y1, y2, . . . , yn?
6. Як формулюється необхiдна умова лiнiйної залежностi фун-

кцiй y1, y2, . . . , yn? Як формулюється необхiдна i достатня умова
лiнiйної незалежностi n частинних розв’язкiв лiнiйного однорiдного
рiвняння?

7. Що таке фундаментальна система розв’язкiв лiнiйного однорi-
дного рiвняння? Як побудувати загальний розв’язок лiнiйного одно-
рiдного рiвняння, знаючи його фундаментальну систему розв’язкiв?

8. Який вигляд має формула Остроградського – Лiувiлля? Наве-
дiть властивостi вронскiана розв’язкiв лiнiйного однорiдного рiвня-
ння, якi випливають з цiєї формули.

Вправи до лекцiї 12

1. Знайдiть L[ ex ], L[ e2x ], L[x2 ], якщо L – лiнiйний диференцi-
альний оператор, заданий формулою L ≡ d2

dx2 − 5 d
dx + 6.

2. З’ясуйте, розв’язком якого рiвняння є функцiя y = x2ex:

а) y′′′ − 2y′′ = xex; б) y′′′ − 3y′′ + 3y′ − y = 0;
в) y′′ − 3y′ + 2y = x2ex.

3. Знайдiть вронскiан функцiй:

а) y1 = ex, y2 = 5ex; б) y1 = cos2 x, y2 = cos 2x, y3 = 1.

Чи можна, знаючи вронскiан функцiй, зробити висновок про їх лi-
нiйну залежнiсть чи лiнiйну незалежнiсть?

4. Дослiдiть на лiнiйну залежнiсть функцiї:
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а) y1 = e2x, y2 = x2; б) y1 = 3x+ 7, y2 = 9x+ 21;
в) y1 = 2x, y2 = 3x, y3 = 4x.

5. Доведiть, що якщо серед функцiй y1, y2, . . . , yn хоч одна то-
тожно дорiвнює нулю, то вони лiнiйно залежнi.

6. Запишiть лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння другого
порядку, яке має фундаментальну систему розв’язкiв:

а) y1 = cosx, y2 = sin 2x; б) y1 = ex, y2 = e3x.

7. Доведiть, що вронскiан функцiй

y1(x) =

{
0, якщо x ∈ [−1, 0],
x2, якщо x ∈ [0, 1], y2(x) =

{
x2, якщо x ∈ [−1, 0],
0, якщо x ∈ [0, 1]

тотожно дорiвнює нулю, але вони лiнiйно незалежнi на вiдрiзку
[−1, 1].

Лекцiя 13. Лiнiйнi однорiднi диференцiальнi
рiвняння n-го порядку зi сталими коефiцiєнтами

План

1. Основнi означення й поняття.
2. Метод Ейлера. Випадок простих характеристичних чи-

сел.
3. Метод Ейлера. Випадок кратних характеристичних чи-

сел.
4. Диференцiальнi рiвняння, звiднi до рiвнянь зi сталими

коефiцiєнтами.

1. Основнi означення й поняття. Важливий клас зви-
чайних диференцiальних рiвнянь складають лiнiйнi рiвняння зi
сталими коефiцiєнтами. Такi рiвняння є диференцiальними мо-
делями багатьох прикладних задач (наприклад, з теоретичної
механiки i електрики), а їх розв’язки виражаються у квадра-
турах або навiть через елементарнi функцiї.

Розглянемо лiнiйне диференцiальне рiвняння n-го порядку

L[ y ] ≡ y(n) + a1y
(n−1) + a2y

(n−2) + . . .+ an−1y
′ + any = f(x),
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де коефiцiєнти a1, a2, . . . , an – дiйснi числа, а права части-
на f(x) неперервна на iнтервалi (a, b) функцiя (зокрема, вона
може бути й сталою на цьому iнтервалi).

Вивчимо спочатку питання про побудову загального роз-
в’язку вiдповiдного однорiдного рiвняння, тобто рiвняння

L[ y ] = 0. (13.1)

Для знаходження загального розв’язку рiвняння (13.1) потрi-
бно знати хоча б одну фундаментальну систему розв’язкiв
y1(x), y2(x), . . . , yn(x) цього рiвняння. Тодi згiдно з Основною
теоремою (теорема 6 з лекцiї 12) загальним розв’язком цього
рiвняння є

y = C1y1(x) + C2y2(x) + . . .+ Cnyn(x),

де C1, C2, . . . , Cn – довiльнi сталi.
Легко переконатися, що лiнiйне однорiдне рiвняння першо-

го порядку y′ + ay = 0, де a – дiйсна стала, має частинний
розв’язок y1 = e−ax. Спробуємо й для лiнiйного однорiдного
рiвняння n-го порядку (13.1) частинний розв’язок вiдшукати у
виглядi

y = ekx, (13.2)

де k – деяке, поки що невизначене, число (дiйсне або компле-
ксне). Пiдставляючи (13.2) в лiву частину рiвняння (13.1), одер-
жуємо:

L(ekx) = (kn + a1k
n−1 + a2k

n−2 + . . .+ an−1k+ an) · ekx. (13.3)

З (13.3) випливає, що функцiя (13.2) буде розв’язком дифе-
ренцiального рiвняння (13.1) тодi i тiльки тодi, коли число k є
коренем алгебричного рiвняння

P (k) ≡ kn + a1k
n−1 + a2k

n−2 + . . .+ an−1k + an = 0. (13.4)

Многочлен P (k) називають характеристичним много-
членом, рiвняння (13.4) – характеристичним рiвнянням,
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яке вiдповiдає рiвнянню (13.1), а коренi рiвняння (13.4) – ха-
рактеристичними числами рiвняння (13.1). Легко бачити,
що складаючи характеристичне рiвняння, потрiбно в (13.1) по-
хiднi рiзних порядкiв замiнити вiдповiдними степенями k.

2. Метод Ейлера. Випадок простих характеристи-
чних чисел. Структура фундаментальної системи розв’язкiв,
а отже, i загального розв’язку рiвняння (13.1) залежить вiд
характеристичних чисел. Припустимо, що всi характеристичнi
числа k1, k2, . . . , kn дiйснi та простi (рiзнi). Тодi згiдно з (13.2)
функцiї

y1 = ek1x, y2 = ek2x, . . . , yn = eknx (13.5)

є частинними розв’язками рiвняння (13.1). Переконаємося, що
вони є лiнiйно незалежними на iнтервалi (−∞,+∞). Для цього
обчислимо вронскiан функцiй (13.5):

W (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
ek1x ek2x · · · eknx

k1e
k1x k2e

k2x · · · kne
knx

· · · · · · · · · · · ·
kn−1
1 ek1x kn−1

2 ek2x · · · kn−1
n eknx

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= e(k1+k2+···+kn)x ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 · · · 1
k1 k2 · · · kn
· · · · · · · · · · · ·
kn−1
1 kn−1

2 · · · kn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣.
Визначник у правiй частинi останньої рiвностi є визначником
Вандермонда i, як вiдомо з курсу алгебри, дорiвнює добутку
всiх множникiв вигляду kj − ki, де 1 � i < j � n. За при-
пущенням kj �= ki (j �= i), а тому W (x) �= 0. Таким чином,
функцiї (13.5) утворюють фундаментальну систему розв’язкiв
рiвняння (13.1), а тому згiдно з Основною теоремою функцiя

y = C1e
k1x + C2e

k2x + . . .+ Cne
knx, (13.6)

де C1, C2, . . . , Cn – довiльнi сталi, є загальним розв’язком рiв-
няння (13.1).



160 Роздiл 2. ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI РIВНЯННЯ ВИЩИХ ПОРЯДКIВ

Приклад 1. Зiнтегрувати рiвняння y′′ − 4y′ + 3y = 0.
Розв’язання. Характеристичним рiвнянням є k2− 4k+3 = 0,
а його коренями – числа k1 = 1 i k2 = 3. Згiдно з формулою
(13.6) загальним розв’язком рiвняння є y = C1e

x + C2e
3x, де

C1, C2 – довiльнi сталi. �

Приклад 2. Зiнтегрувати рiвняння y′′′ − 5y′′ − 6y′ = 0.
Розв’язання. Характеристичне рiвняння k3 − 5k2 − 6k = 0
має простi коренi k1 = 0, k2 = −1, k3 = 6. Отже, загальним
розв’язком є y = C1 + C2e

−x + C3e
6x, де C1, C2, C3 – довiльнi

сталi. �

Розглянемо випадок, коли всi характеристичнi числа рiзнi,
але серед них є комплекснi. У цьому випадку для вiдшука-
ння дiйсних розв’язкiв (13.1) зручно знати його комплекснi
розв’язки.

Комплексну функцiю y(x) = u(x) + i v(x), де i =
√−1, дiй-

сної змiнної x називають комплексним розв’язком рiвнян-
ня (13.1) на iнтервалi (a, b), якщо її пiдстановка перетворює це
рiвняння у тотожнiсть L[ y ] ≡ 0 для всiх x ∈ (a, b).

Нехай a + bi – характеристичне число рiвняння (13.1). Вi-
домо, що коли алгебричне рiвняння з дiйсними коефiцiєнтами
має комплексний корiнь, то воно має також i спряжений з ним
корiнь. Отже, характеристичне рiвняння (13.4) у випадку, який
розглядаємо, має також комплексно-спряжений корiнь a− bi.

Загальний розв’язок рiвняння (13.1) можна знайти за фор-
мулою (13.6), але функцiя y(x) буде комплекснозначною. З на-
ступної теореми випливає, що якщо комплексна функцiя y(x)
є розв’язком рiвняння (13.1), то її дiйсна та уявна частини є
дiйсними розв’язками цього ж рiвняння.

Теорема 1. Якщо функцiя y(x) = u(x)+ i v(x) є розв’язком
рiвняння (13.1), то кожна з функцiй u(x) та v(x) також є
розв’язком цього рiвняння.
Доведення. Оскiльки за умовою теореми L[ y ] ≡ 0, то вико-
ристовуючи властивостi оператора L (лекцiя 12), одержуємо:
L[ y ] = L[u+iv ] = L[u ]+iL[ v ] = 0, а отже, L[u ] ≡ 0, L[ v ] ≡ 0,
що й потрiбно було довести. �
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Покажемо тепер, як, маючи комплекснозначний розв’я-
зок рiвняння (13.1), знайти його два лiнiйно незалежнi дiйснi
розв’язки.

Згiдно з (13.2) характеристичним числам a+ bi, a− bi вiд-
повiдають комплекснi розв’язки y1 = e(a+bi)x i y2 = e(a−bi)x рiв-
няння (13.1). Використовуючи формулу Ейлера, цi розв’язки
запишемо у виглядi

y1 = eax(cos bx+ i sin bx), y2 = eax(cos bx− i sin bx).
Характеристичне число a + bi на пiдставi теореми 1 по-

роджує два дiйснi розв’язки рiвняння (13.1): дiйсну та уявну
частини функцiї y1, тобто функцiї eax cos bx, eax sin bx є роз-
в’язками рiвняння (13.1), причому вони є лiнiйно незалежнi на
(−∞,+∞) (пропонуємо самостiйно переконатися, що їх врон-
скiан вiдмiнний вiд нуля).

Очевидно, що характеристичне число a − bi нових лiнiйно
незалежних частинних розв’язкiв рiвняння (13.1) не дає.

Таким чином, якщо всi характеристичнi числа рiзнi, але
серед них є комплекснi, то кожному дiйсному кореню k вiдпо-
вiдає розв’язок ekx, а кожнiй парi комплексно-спряжених коре-
нiв a ± bi вiдповiдають два дiйснi лiнiйно незалежнi частиннi
розв’язки eax cos bx i eax sin bx. Всього матимемо n дiйсних ча-
стинних розв’язкiв вигляду

ekx, eax cos bx, eax sin bx, (13.7)

якi утворюють фундаментальну систему розв’язкiв. Згiдно з
Основною теоремою (лекцiя 12) загальний розв’язок рiвняння
(13.1) одержимо у виглядi лiнiйної комбiнацiї усiх частинних
розв’язкiв (13.7) з довiльними сталими C1, C2, . . . , Cn.

Приклад 3. Зiнтегрувати рiвняння yIV − 6y′′′ + 12y′′ +
+ 6y′ − 13y = 0.
Розв’язання. Розв’язками характеристичного рiвняння
k4 − 6k3 + 12k2 + 6k − 13 = 0 є два дiйснi i два комплексно-
спряженi коренi: k1 = −1, k2 = 1, k3 = 3 + 2i, k4 = 3− 2i, а то-
му загальний розв’язок заданого рiвняння можемо записати у
виглядi y = C1e

−x + C2e
x + C3e

3x cos 2x+ C4e
3x sin 2x. �



162 Роздiл 2. ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI РIВНЯННЯ ВИЩИХ ПОРЯДКIВ

3. Метод Ейлера. Випадок кратних характеристи-
чних чисел. У цьому випадку число рiзних характеристичних
чисел буде менше n, а тому частинних розв’язкiв вигляду ekjx

рiвняння (13.1) буде також менше n. Покажемо, як можна зна-
йти решту частинних розв’язкiв.

Нехай k1 – дiйсне або комплексне характеристичне число
кратностi s. Тодi, як вiдомо з алгебри,

P (k1) = P ′(k1) = . . .= P (s−1)(k1) = 0, P (s)(k1) �= 0, (13.8)

де P (k) – характеристичний многочлен, визначений формулою
(13.4).

Для знаходження розв’язкiв, якi вiдповiдають характери-
стичному числу k1, запишемо тотожнiсть (13.3) у виглядi

L(ekx) = P (k)·ekx

i здиференцiюємо її m разiв за змiнною k, використовуючи
формулу Лейбнiца для m-ї похiдної вiд добутку двох функцiй:

(uv)(m) =
m∑
j=0

Cjm u
(j)v(m−j),

де Cjm = m!
(m−j)!j! – кiлькiсть сполучень з m елементiв по j.

Будемо мати:

L(xmekx) =

m∑
j=0

Cjm P
(j)(k)xm−j ekx.

Звiдси, враховуючи (13.8),

L(xmek1x) ≡ 0, m = 0, 1, . . . , s− 1,

а це означає, що функцiї

ek1x, xek1x, x2ek1x, . . . , xs−1ek1x (13.9)

є розв’язками рiвняння (13.1). Вони, як легко показати, є лi-
нiйно незалежними на iнтервалi (−∞,+∞). Якщо при цьому
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число k1 є дiйсним, то функцiї (13.9) також будуть дiйсними.
Таким чином, кожному дiйсному характеристичному числу k1
кратностi s вiдповiдає s дiйсних лiнiйно незалежних розв’язкiв
вигляду (13.9).

Якщо маємо комплексне характеристичне число a+ bi кра-
тностi s, то характеристичним числом тiєї ж кратностi буде
також спряжене число a − bi. Згiдно з (13.9) числу a + bi вiд-
повiдає s комплексних розв’язкiв:

e(a+ib)x, xe(a+ib)x, x2e(a+ib)x, . . . , xs−1e(a+ib)x.

Видiляючи у них дiйснi та уявнi частини, одержуємо 2s дiйсних
розв’язкiв:{

eax cos bx, xeax cos bx, . . . , xs−1eax cos bx,
eax sin bx, xeax sin bx, . . . , xs−1eax sin bx.

(13.10)

Нескладно довести, що цi розв’язки лiнiйно незалежнi на
(−∞,+∞).

Так само, як i для випадку простого комплексного характе-
ристичного числа, кратне характеристичне число a−bi не поро-
джує нових дiйсних лiнiйно незалежних частинних розв’язкiв.
Таким чином, кожнiй парi комплексно-спряжених характери-
стичних чисел a± bi кратностi s вiдповiдають 2s дiйсних лiнiй-
но незалежних розв’язкiв вигляду (13.10).

Приклад 4. Зiнтегрувати рiвняння y′′′−5y′′+3y′+9y = 0.
Розв’язання. Характеристичне рiвняння k3−5k2+3k+9 = 0
має один простий корiнь k1 = − 1 i один кратний корiнь k2 =
= k3 = 3. Цим кореням вiдповiдають розв’язки e−x, e3x, xe3x, а
y = C1e

−x + C2e
3x + C3xe

3x є загальним розв’язком. �

Приклад 5. Зiнтегрувати рiвняння y′′′+3y′′+3y′+y = 0.
Розв’язання. Характеристичне рiвняння k3+3k2+3k+1 = 0
має кратний дiйсний корiнь k1 = k2 = k3 = −1. Отже, задане
рiвняння має три лiнiйно незалежнi розв’язки e−x, xe−x, x2e−x,
а його загальним розв’язком є y=C1e

−x+C2xe
−x+C3x

2e−x. �

Приклад 6. Зiнтегрувати рiвняння yV−yIV+8y′′′−8y′′+
+ 16y′ − 16y = 0.
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Розв’язання. Вiдповiдне характеристичне рiвняння має один
простий корiнь k1 = 1 i два кратнi комплексно-спряженi коренi
k2 = k3 = 2i, k4 = k5 = −2i. Отже, загальним розв’язком є
y = C1e

x + C2 cos 2x+ C3x cos 2x+ C4 sin 2x+ C5x sin 2x. �

4. Диференцiальнi рiвняння, звiднi до рiвнянь зi ста-
лими коефiцiєнтами. Розглянемо деякi лiнiйнi диференцi-
альнi рiвняння зi змiнними коефiцiєнтами, якi за допомогою
замiни незалежної змiнної або шуканої функцiї можна звести
до рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами.
Рiвнянням Ейлера називають диференцiальне рiвняння

вигляду

xny(n) + a1x
n−1y(n−1) + . . .+ an−1xy

′ + any = 0, (13.11)

де a1, a2, . . . , an – сталi дiйснi числа. Побудуємо загальний
розв’язок рiвняння Ейлера для x > 0 (якщо x < 0, то в усiх
наступних викладках потрiбно замiнити x на −x). Зробимо за-
мiну незалежної змiнної за формулою

x = et.

Тодi

y′x = y′t · t′x = y′t ·
1

x′t
= y′t · e−t,

y′′x2 =
(
y′′t2 · e−t − y′t · e−t

)
e−t =

(
y′′t2 − y′t

)
e−2t,

y′′′x3 =
(
y′′′t3 − 3y′′t2 + 2y′t

)
e−3t, . . . ,

y
(n)
xn =

(
y
(n)
tn + . . . + (−1)n−1(n− 1)!y′t

)
e−nt.

Пiдставляючи x = et i знайденi вирази для y′x, y′′x2 , . . . , y
(n)
xn

у (13.11), одержимо лiнiйне однорiдне рiвняння n-го порядку зi
сталими коефiцiєнтами. Знайшовши загальний розв’язок цього
рiвняння i пiдставивши у нього t = lnx, матимемо загальний
розв’язок рiвняння Ейлера.

Приклад 7. Зiнтегрувати рiвняння x2y′′ − 3xy′ + 3y = 0.
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Розв’язання. Зробимо замiну незалежної змiнної за форму-
лою x = et (t = lnx). Тодi y′x = y′te−t, y′′x2 =

(
y′′t2 − y′t

)
e−2t. Пiд-

ставляючи цi вирази у вихiдне рiвняння, для знаходження фун-
кцiї y = y(t) одержуємо рiвняння:

e2t
(
y′′ − y′)e−2t − 3ety′e−t + 3y = 0 ⇒ y′′ − 4y′ + 3y = 0.

Звiдси, враховуючи результати прикладу 1, знаходимо

y(t) = C1e
t + C2e

3t ⇒ y(x) = C1e
lnx + C2e

3 lnx ⇒
y = C1x+ C2x

3. �

Узагальненням рiвняння Ейлера є рiвняння

(ax+ b)ny(n) + (ax+ b)n−1p1y
(n−1) + . . .

. . .+ (ax+ b)pn−1y
′ + pny = 0, (13.12)

де a, b, p1, p2, . . . , pn – сталi. Якщо використати пiдстановку
ax + b = q i позначити q = et, або вiдразу зробити замiну не-
залежної змiнної за формулою ax+ b = et, то рiвняння (13.12)
зведеться до лiнiйного рiвняння зi сталими коефiцiєнтами. Рiв-
няння (13.12) називають рiвнянням Лагранжа.

До рiвняння зi сталими коефiцiєнтами зводиться також рiв-
няння Чебишова, тобто рiвняння

(1− x2)y′′ − xy′ + n2y = 0. (13.13)

Точки x = ±1 є особливими точками цього рiвняння. На
кожному з iнтервалiв (−∞,−1), (−1, 1), (1,+∞) виконуються
умови теореми Кошi. Побудуємо загальний розв’язок рiвнян-
ня Чебишова на iнтервалi (−1, 1). Зробимо замiну незалежної
змiнної за формулою

t = arccos x (x = cos t).

Тодi

y′x = y′t · t′x = y′t ·
1

x′t
= −y′t

1

sin t
,

y′′x2 = −
(
y′′t2

1

sin t
− y′t

cos t

sin2 t

)(
− 1

sin t

)
= y′′t2

1

sin2 t
− y′t

cos t

sin3 t
.
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Пiдставляючи знайденi вирази для y′x i y′′x2 , а також
x = cos t, у рiвняння (13.13), для знаходження функцiї y = y(t)
маємо диференцiальне рiвняння другого порядку зi сталими
коефiцiєнтами:

y′′ + n2y = 0. (13.14)

Загальним розв’язком рiвняння (13.14) є y = C1 cosnt +
+ C2 sinnt, а пiсля повернення до змiнної x одержуємо

y = C1 cos(n arccos x) + C2 sin(n arccos x).

Можна показати [7, с. 158 – 159], що лiнiйне однорiдне рiв-
няння

y(n) + p1(x)y
(n−1) + . . .+ pn−1(x)y

′ + pn(x)y = 0

зводиться перетворенням незалежної змiнної до лiнiйного рiв-
няння зi сталими коефiцiєнтами тiльки за допомогою пiдста-
новки

t = α

∫
n
√
pn(x)dx,

де α – деяка стала. З цiєї формули легко одержати застосованi
вище пiдстановки для рiвнянь Ейлера, Лагранжа та Чебишова.

Математичною моделлю багатьох процесiв математичної
фiзики є рiвняння Бесселя, тобто рiвняння

x2y′′ + xy′ + (x2 − ν)y = 0,

де ν – довiльне стале число. Покажемо, що при ν = 1
4 рiвнян-

ня Бесселя зводиться до рiвняння зi сталими коефiцiєнтами та
iнтегрується у квадратурах. Для цього у рiвняннi

x2y′′ + xy′ +
(
x2 − 1

4

)
y = 0, (13.15)

виконаємо замiну шуканої функцiї

y =
z√
x
. (13.16)
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Тодi

y′ =
z′√
x
− 1

2

z√
x3
, y′′ =

z′′√
x
− z′√

x3
+

3

4

z√
x5
.

Пiдставляючи вирази для y, y′ i y′′ у рiвняння (13.15), пi-
сля нескладних перетворень маємо рiвняння зi сталими коефi-
цiєнтами z′′ + z = 0. Загальним розв’язком цього рiвняння є
z = C1 cos x+C2 sinx, а враховуючи (13.16), остаточно одержу-
ємо загальний розв’язок рiвняння Бесселя (13.15):

y = C1
cos x√
x

+ C2
sinx√
x
.

Рекомендована лiтература: [4, с. 398 – 408, 423 – 430],
[5, с. 220 – 243], [6, с. 180 – 192], [7, с. 131 – 138, 158 – 162], [16,
с. 129 – 137].

Питання до лекцiї 13

1. Який вигляд має лiнiйне диференцiальне рiвняння n-го поряд-
ку зi сталими коефiцiєнтами?

2. Що називають характеристичним рiвнянням, яку назву мають
коренi характеристичного рiвняння?

3. Який вигляд має формула загального розв’язку лiнiйного
однорiдного рiвняння n-го порядку у випадку простих дiйсних ха-
рактеристичних чисел?

4. Якi два дiйснi лiнiйно незалежнi частиннi розв’язки лiнiйного
однорiдного рiвняння вiдповiдають парi комплексних характеристи-
чних чисел a± bi?

5. Якi дiйснi лiнiйно незалежнi розв’язки лiнiйного однорiдного
рiвняння вiдповiдають дiйсному характеристичному числу k кратно-
стi s?

6. Який вигляд має рiвняння Ейлера? За допомогою якої замiни
незалежної змiнної його можна звести до рiвняння зi сталими кое-
фiцiєнтами?

7. Який вигляд має рiвняння Лагранжа? За допомогою якої за-
мiни його можна звести до рiвняння зi сталими коефiцiєнтами?

8. Який вигляд має рiвняння Чебишова? За допомогою якої за-
мiни його можна звести до рiвняння зi сталими коефiцiєнтами?
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9. Який загальний вигляд має рiвняння Бесселя? Коли це рiвня-
ння можна звести до рiвняння зi сталими коефiцiєнтами? За допо-
могою якої замiни це можна зробити?

Вправи до лекцiї 13

1. Зiнтегруйте лiнiйнi однорiднi рiвняння другого порядку:

а) y′′ − 8y′ + 15y = 0; б) y′′ + 2y′ + 2y = 0; в) y′′ − 2y′ = 0.

2. Зiнтегруйте лiнiйнi однорiднi рiвняння:

а) y′′′ − 2y′′ = 0; б) y′′′ − 6y′′ + 12y′ − 8y = 0; в) yIV − y = 0.

3. Знайдiть розв’язки задач Кошi:

а) y′′ − 2y′ + y = 0, y(2) = 1, y′(2) = −3;
б) y′′′ − y′ = 0, y(0) = 2, y′(0) = 1, y′′(0) = −1.

4. Зiнтегруйте рiвняння Ейлера та Лагранжа:

а) x2y′′ + 2xy′ − 20y = 0; б) 2x2y′′ − xy′ − 2y = 0;
в) (3x+ 2)2y′′ + (6x+ 4)y′ − 4y = 0.

5. Для яких значень p i q усi розв’язки рiвняння y′′+py′+ qy = 0
будуть обмеженi на пiвосi x � 0?

6. Складiть лiнiйне однорiдне рiвняння зi сталими коефiцiєнтами
якомога меншого порядку, яке має заданi частиннi розв’язки:

а) y1 = xe2x; б) y1 = x2ex; в) y1 = x, y2 = cosx.
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Лекцiя 14. Лiнiйнi неоднорiднi диференцiальнi
рiвняння n-го порядку

План

1. Структура загального розв’язку лiнiйного неоднорiдного
рiвняння.

2. Метод варiацiї довiльних сталих.
3. Метод Кошi.
4. Метод невизначених коефiцiєнтiв.

1. Структура загального розв’язку лiнiйного неодно-
рiдного рiвняння. Розглянемо лiнiйне неоднорiдне диферен-
цiальне рiвняння

L[ y ] ≡ y(n) + p1(x)y
(n−1) + p2(x)y

(n−2) + . . .

. . .+ pn−1(x)y
′ + pn(x)y = f(x) (14.1)

i вiдповiдне однорiдне рiвняння

L[ y ] = 0. (14.2)

Виявляється, що загальний розв’язок лiнiйного неоднорi-
дного рiвняння (14.1) завжди можна знайти, якщо вiдомi за-
гальний розв’язок рiвняння (14.2) i будь-який частинний роз-
в’язок рiвняння (14.1). Це випливає з такого твердження.

Теорема 1. Загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного
рiвняння (14.1) дорiвнює сумi будь-якого його частинного роз-
в’язку та загального розв’язку однорiдного рiвняння (14.2).
Доведення. Нехай Y = Y (x) – вiдомий частинний розв’язок
рiвняння (14.1), тобто L[Y ] ≡ f(x). Виконаємо замiну y = z+Y,
де z = z(x) – нова шукана функцiя. Пiдставляючи її у (14.1)
та враховуючи лiнiйнiсть оператора L, одержуємо, що L[ y ] =
= L[ z + Y ]=L[ z ] + L[Y ]=f(x). Оскiльки L[Y ] = f(x), то

L[ z ] = 0, (14.3)

тобто z – розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння (14.2). Тодi
згiдно з Основною теоремою (лекцiя 12) загальним розв’язком
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рiвняння (14.3) є z = C1y1 + C2y2 + . . . + Cnyn, де y1, y2, . . . ,
yn – деяка фундаментальна система розв’язкiв цього рiвняння,
а C1, C2, . . . , Cn, – довiльнi сталi. Таким чином,

y = C1y1 +C2y2 + . . .+ Cnyn + Y. (14.4)

Покажемо, що формула (14.4) визначає загальний розв’язок
рiвняння (14.1). Згiдно з означенням загального розв’язку ди-
ференцiального рiвняння n-го порядку для цього потрiбно по-
казати, що з (14.4) при належному виборi сталих C1, C2, . . . , Cn
можна одержати розв’язок, який задовольняє довiльнi поча-
тковi умови

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, . . . , y
(n−1)(x0) = y

(n−1)
0 .

Послiдовно диференцiюючи (14.4), знаходимо⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
y = C1y1 + C2y2 + . . .+ Cnyn + Y,

y′ = C1y
′
1 + C2y

′
2 + . . .+ Cny

′
n + Y ′,

· · · · · · · · ·
y(n−1) = C1y

(n−1)
1 + C2y

(n−1)
2 + . . . + Cny

(n−1)
n + Y (n−1).

Пiдставляючи в цю систему x = x0, матимемо неоднорiдну си-
стему n лiнiйних рiвнянь з n невiдомими C1, C2, . . . , Cn, ви-
значником якої є W (x0). Оскiльки y1, y2, . . . , yn – фундамен-
тальна система розв’язкiв, то W (x0) �= 0. Таким чином, сталi
C1, C2, . . . , Cn з отриманої системи визначаються однозначно,
а тому розв’язок (14.4) справдi є загальним. �
Теорема 2. Нехай права частина лiнiйного неоднорiдного

рiвняння (14.1) є сумою двох доданкiв, тобто

L[ y ] = f1(x) + f2(x). (14.5)

Якщо y1 – частинний розв’язок рiвняння L[ y ] = f1(x), а y2 –
частинний розв’язок рiвняння L[ y ] = f2(x), то y1 + y2 є ча-
стинним розв’язком рiвняння (14.5).
Доведення теореми випливає з того, що

L[ y1 + y2 ] = L[ y1 ] + L[ y2 ] ≡ f1(x) + f2(x). �
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2. Метод варiацiї довiльних сталих. Розглянемо за-
гальний метод знаходження частинних розв’язкiв неоднорiд-
ного рiвняння (14.1) – метод варiацiї довiльних сталих
(метод Лагранжа).

Нехай маємо загальний розв’язок лiнiйного однорiдного рiв-
няння (14.2):

z = C1y1 + C2y2 + . . .+ Cnyn, (14.6)

де y1, y2, . . . , yn – деяка фундаментальна система розв’язкiв
цього рiвняння, а C1, C2, . . . , Cn – довiльнi сталi.

Частинний розв’язок рiвняння (14.1) шукаємо у виглядi
(14.6), вважаючи C1, C2, . . . , Cn не сталими, а невiдомими фун-
кцiями змiнної x, тобто

y = C1(x)y1 + C2(x)y2 + . . .+ Cn(x)yn. (14.7)

Виберемо тепер функцiї C1(x), C2(x), . . . , Cn(x) так, щоб
функцiя (14.7) була розв’язком рiвняння (14.1). Диференцiюю-
чи (14.7), одержуємо

y′ = C1y
′
1 + C2y

′
2 + . . .+ Cny

′
n +C ′

1y1 + C ′
2y2 + . . . + C ′

nyn.

Накладемо умову, що C ′
1y1 + C ′

2y2 + . . .+ C ′
nyn = 0. Тодi

y′ = C1y
′
1 + C2y

′
2 + . . .+ Cny

′
n.

Диференцiюючи ще один раз, одержуємо:

y′′ = C1y
′′
1 + C2y

′′
2 + . . . + Cny

′′
n + C ′

1y
′
1 + C ′

2y
′
2 + . . . +C ′

ny
′
n.

Нехай C ′
1y

′
1 + C ′

2y
′
2 + . . . + C ′

ny
′
n = 0, тодi

y′′ = C1y
′′
1 + C2y

′′
2 + . . .+ Cny

′′
n.

Продовжуючи диференцiювати i вибираючи функцiї C1,
C2, . . . , Cn так, щоб C ′

1y
(n−2)
1 + C ′

2y
(n−2)
2 + . . . + C ′

ny
(n−2)
n = 0,

одержуємо y(n−1) = C1y
(n−1)
1 + C2y

(n−1)
2 + . . .+ Cny

(n−1)
n .
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I, нарештi,

y(n) = C1y
(n)
1 + C2y

(n)
2 + . . .+ Cny

(n)
n +

+ C ′
1y

(n−1)
1 + C ′

2y
(n−1)
2 + . . .+ C ′

ny
(n−1)
n .

Пiдставимо тепер у рiвняння (14.1) вирази для y та її похiдних:

C1

(
y
(n)
1 + p1(x)y

(n−1)
1 + . . .+ pn−1(x)y

′
1 + pn(x)y1

)
+

+ C2

(
y
(n)
2 + p1(x)y

(n−1)
2 + . . .+ pn−1(x)y

′
2 + pn(x)y2

)
+ . . .

. . .+ Cn

(
y(n)n + p1(x)y

(n−1)
n + . . .+ pn−1(x)y

′
n + pn(x)yn

)
+

+ C ′
1y

(n−1)
1 + C ′

2y
(n−1)
2 + . . .+ C ′

ny
(n−1)
n = f(x).

Множники в дужках тотожно дорiвнюють нулю, бо функцiї
y1, y2, . . . , yn є частинними розв’язками рiвняння (14.2). Отже,
останнє рiвняння запишеться так:

C ′
1y

(n−1)
1 + C ′

2y
(n−1)
2 + . . .+ C ′

ny
(n−1)
n = f(x).

Таким чином, функцiї C1(x), C2(x), . . . , Cn(x) задовольня-
ють систему⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

C ′
1y1 + C ′

2y2 + . . .+ C ′
nyn = 0,

C ′
1y

′
1 + C ′

2y
′
2 + . . .+ C ′

ny
′
n = 0,

· · · · · · · · ·
C ′
1y

(n−2)
1 + C ′

2y
(n−2)
2 + . . .+ C ′

ny
(n−2)
n = 0,

C ′
1y

(n−1)
1 + C ′

2y
(n−1)
2 + . . .+ C ′

ny
(n−1)
n = f(x).

Маємо неоднорiдну систему n лiнiйних алгебричних рiвнянь з
n невiдомими C ′

1(x), C
′
2(x), . . . , C

′
n(x). Оскiльки визначником

цiєї системи є вiдмiнний вiд нуля вронскiан функцiй y1, y2, . . . ,
yn, то вона має єдиний розв’язок C ′

1(x), C
′
2(x), . . . , C

′
n(x). Iнте-

груючи, знайдемо функцiї C1(x), C2(x), . . . , Cn(x), пiсля чого
залишиться пiдставити їх у формулу (14.7).

Приклад 1. Зiнтегрувати рiвняння y′′ + y = x.
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Розв’язання. Загальним розв’язком y0 = y0(x) вiдповiдного
однорiдного рiвняння є y0 = C1 cos x+ C2 sinx.

Нехай тепер C1 = C1(x), C2 = C2(x). З системи{
C ′
1(x) cos x+ C ′

2(x) sinx = 0,

−C ′
1(x) sin x+ C ′

2(x) cos x = x

знаходимо C ′
1(x) = −x sinx, C ′

2(x) = x cos x, а отже, C1(x) =
= x cos x− sinx+ C1, C2(x) = x sinx+ cos x+ C2,

y = (x cos x− sinx+ C1) cos x+ (x sin x+ cos x+ C2) sinx ⇒
y = C1 cos x+ C2 sinx+ x. �

3. Метод Кошi. Розглянемо ще один спосiб знаходження
частинного розв’язку лiнiйного неоднорiдного рiвняння (14.1) у
випадку, коли вiдома фундаментальна система розв’язкiв вiд-
повiдного однорiдного рiвняння.

Нехай y1, y2, . . . , yn – фундаментальна система розв’язкiв
лiнiйного однорiдного рiвняння (14.2). Використовуючи фор-
мулу (14.6), побудуємо розв’язок рiвняння (14.2), який задо-
вольняє початковi умови

z(s) = 0, z′(s) = 0, . . . , z(n−1)(s) = 1, (14.8)

де x = s – довiльна точка з iнтервалу (a, b). Цей розв’язок по-
значимо через z = ϕ(x, s) (вiн залежить вiд s як вiд параме-
тра). Оскiльки z = ϕ(x, s) як функцiя змiнної x є розв’язком
однорiдного рiвняння (14.2) для кожного s ∈ (a, b), то

L[ϕ ] ≡ 0, a < x < b, a < s < b.

Крiм того, з (14.8) випливає, що функцiя ϕ(x, s) як функцiя
змiнної x задовольняє такi умови:

ϕ(s, s) = 0, ϕ′(s, s) = 0, . . . , ϕ(n−2)(s, s) = 0, ϕ(n−1)(s, s) = 1,
(14.9)

де через ϕ(j)(s, s) позначено djϕ(x,s)
dxj

∣∣∣
x=s

. Функцiю ϕ(x, s), яка

має вказанi властивостi, називають функцiєю Кошi.



174 Роздiл 2. ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI РIВНЯННЯ ВИЩИХ ПОРЯДКIВ

Розглянемо тепер функцiю

Y (x) =

∫ x

x0

ϕ(x, s)f(s)ds (14.10)

де x0 ∈ (a, b) – довiльна точка, i покажемо, що вона є частинним
розв’язком рiвняння (14.1), який задовольняє нульовi початко-
вi умови

Y (x0) = 0, Y ′(x0) = 0, . . . , Y (n−1)(x0) = 0. (14.11)

Для цього спочатку знайдемо похiднi Y ′, Y ′′, . . . , Y (n), викори-
стовуючи формулу диференцiювання визначеного iнтеграла за
параметром1):

d

dx

(∫ x

x0

f(x, s) ds

)
=

∫ x

x0

f ′x(x, s)ds + f(x, x).

Враховуючи, що ϕ(x, s) задовольняє умови (14.9), послiдов-
но знаходимо

Y ′(x) =
∫ x

x0

ϕ′(x, s)f(s)ds+ ϕ(x, x)f(x) =

∫ x

x0

ϕ′(x, s)f(s)ds,

Y ′′(x) =
∫ x

x0

ϕ′′(x, s)f(s)ds+ ϕ′(x, x)f(x) =
∫ x

x0

ϕ′′(x, s)f(s)ds,

· · · · · · · · ·
Y (n−1)(x) =

∫ x

x0

ϕ(n−1)(x, s)f(s)ds,

Y (n)(x) =

∫ x

x0

ϕ(n)(x, s)f(s)ds + f(x).

Тепер очевидно, що функцiя Y (x) задовольняє умови (14.11).
Пiдставляючи знайденi вирази для Y, Y ′, . . . , Y (n) у (14.1),
одержуємо рiвняння

L[Y ] =

∫ x

x0

L[ϕ ]f(s)ds+ f(x).

1)Використовуємо формулу d
dx

(
ψ(x)∫
ϕ(x)

f(x, s)ds

)
=

ψ(x)∫
ϕ(x)

∂f(x,s)
∂x

ds +

+ f (x, ψ(x))dψ
dx

− f (x, ϕ(x)) dϕ
dx
.
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Звiдси, оскiльки L[ϕ ] ≡ 0, то L[Y ] = f(x), a < x < b, тобто
функцiя Y (x) з (14.10) є частинним розв’язком неоднорiдного
рiвняння (14.1).

Формулу (14.10) називають формулою Кошi. З її допо-
могою загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння
(14.1) можна записати у виглядi

y = y0 +

∫ x

x0

ϕ(x, s)f(s)ds,

де y0 – загальний розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвняння.

Приклад 2. Зiнтегрувати рiвняння y′′ + y′ − 2y = x ме-
тодом Кошi.
Розв’язання. Загальним розв’язком вiдповiдного однорiдного
рiвняння є y0 = C1e

−2x + C2e
x. Тому функцiю Кошi ϕ(x, s)

шукаємо у виглядi

ϕ(x, s) = C1(s)e
−2x + C2(s)e

x,

де функцiї C1(s), C2(s) згiдно з (14.11) задовольняють систему{
C1(s)e

−2s + C2(s)e
s = 0,

−2C1(s)e
−2s + C2(s)e

s = 1.

Звiдси легко знаходимо C1(s) = −1
3 e

2s, C2(s) =
1
3 e

−s, а отже,

ϕ(x, s) = −1

3
e2(s−x) +

1

3
ex−s.

Тодi за формулою (14.10) знаходимо частинний розв’язок за-
даного рiвняння (беручи x0 = 0)

Y (x) =
1

3

∫ x

0

(
−e2(s−x) + ex−s

)
s ds = −1

2
x− 1

4
− 1

12
e−2x +

1

3
ex,

а загальним розв’язком y = y0+Y пiсля перепозначення сталих
(C1 := C1 − 1/12, C2 := C2 + 1/3) є

y = C1e
−2x + C2e

x − 1

2
x− 1

4
. �
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4. Метод невизначених коефiцiєнтiв. Розглянемо лi-
нiйне неоднорiдне рiвняння n-го порядку зi сталими коефiцiєн-
тами:

L[ y ] ≡ y(n) + a1y
(n−1) + . . . + an−1y

′ + any = f(x), (14.12)

де a1, a2, . . . , an – дiйснi числа, функцiя f(x) неперервна на де-
якому iнтервалi (a, b).

Якщо права частина рiвняння (14.12) має спецiальний ви-
гляд, то для вiдшукання частинного розв’язку цього рiвняння
можна використовувати метод невизначених коефiцiєн-
тiв.

Розглянемо окремi випадки, пов’язанi з виглядом правої ча-
стини рiвняння (14.12).
Випадок 1. Нехай функцiя f(x) є добутком многочлена на

експоненцiальну функцiю, тобто

L[ y ] = Rm(x) e
αx, (14.13)

де Rm(x) = r0x
m + r1x

m−1 + . . . + rm−1x + rm – многочлен
з дiйсними коефiцiєнтами (зокрема, це може бути стала), α –
дiйсне або комплексне число.

Нехай α не є характеристичним числом рiвняння L[y] = 0,
тобто P (α) �= 0 (P (α) – характеристичний многочлен, див. ле-
кцiю 13). Тодi частинний розв’язок Y = Y (x) рiвняння (14.13)
потрiбно шукати у виглядi

Y = Qm(x)e
αx, (14.14)

де Qm(x) = q0x
m+ q1x

m−1+ . . .+ qm−1x+ qm – многочлен m-го
степеня з невизначеними коефiцiєнтами.

Коефiцiєнти многочлена Qm(x) можна знайти, пiдставля-
ючи (14.14) у рiвняння (14.13) i прирiвнюючи коефiцiєнтiв бi-
ля однакових степенiв x у обох частинах отриманої рiвностi.
Переконаємось, що коефiцiєнти q0, q1 . . . , qm у цьому випадку
знайдуться однозначно. Справдi, враховуючи властивостi опе-
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ратора L, одержуємо:

L[Y ] = L
[
(q0x

m + q1x
m−1 + . . .+ qm−1x+ qm)·eαx

]
=

= q0L[x
meαx ] + q1L[x

m−1eαx ] + . . . + qm−1L[xe
αx ] +

+ qmL[ e
αx ] = (r0x

m + r1x
m−1 + . . .+ rm−1x+ rm) e

αx.

Використаємо тепер виведенi у п. 3 лекцiї 13 формули

L[ eαx ] = P (α) eαx i L[xseαx ] =
s∑
j=0

CjsP (j)(α)xs−jeαx. Скоро-

чуючи на eαx, маємо

q0

m∑
j=0

CjmP
(j)(α)xm−j + q1

m−1∑
j=0

Cjm−1P
(j)(α)xm−1−j + . . .

. . .+ qm−1

1∑
j=0

Cj1P
(j)(α)x1−j + qmP (α) =

= r0x
m + r1x

m−1 + . . .+ rm−1x+ rm.

Прирiвняємо коефiцiєнти бiля однакових степенiв x:

xm q0P (α) = r0,

xm−1 q0mP
′(α) + q1P (α) = r1,

· · · · · · · · · · · ·
x0 q0P

(m)(α) + q1P
(m−1)(α) + . . .+ qm−1P

′(α) +
+ qmP (α) = rm.

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭
(14.15)

Оскiльки P (α) �= 0, то з (14.15) можна однозначно знайти
всi коефiцiєнти многочлена Qm(x), наприклад q0 = r0/P (α) ,
q1 = (r1 − q0mP ′(α))/P (α) i т. д.

Нехай α є характеристичним числом кратностi k, тобто
P (α) = P ′(α) = . . . = P (k−1)(α) = 0, але P (k)(α) �= 0. У цьому
випадку частинний розв’язок Y у виглядi (14.14) не побудува-
ти, бо P (α) = 0. Тепер шукатимемо його у виглядi

Y = xkQm(x)e
αx, (14.16)
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де Qm(x) – многочлен m-го степеня з невизначеними коефiцi-
єнтами. Пiдставляючи (14.16) у (14.13), одержуємо, що

L[Y ] = L
[
xkQm(x)e

αx
]
=

m∑
j=0

qjL
[
xk+m−jeαx

]
=

=

m∑
j=0

qj

k+m−j∑
s=k

Csk+m−jP
(s)(α)xk+m−j−seαx =

m∑
j=0

rjx
m−jeαx

або пiсля скорочення на eαx:

m∑
j=0

qj

m−j∑
s=0

Ck+sk+m−jP
(k+s)(α)xm−j−s =

m∑
j=0

rjx
m−j.

Прирiвнюючи коефiцiєнти бiля однакових степенiв x, одер-
жуємо систему:

xm q0C
k
k+mP

(k)(α) = r0,

. . . . . . . . . . . .

x1 q0(k +m)P (k+m−1)(α) + q1(k +m− 1)P (k+m−2)(α) + . . .

. . .+ qm−1(k + 1)P (k)(α) = rm−1,

x0 q0P
(k+m)(α) + q1P

(k+m−1)(α) + . . .+ qm−1P
(k+1)(α) +

+ qmP
(k)(α) = rm,

з якої, оскiльки P (k)(α) �= 0, можна однозначно визначити всi
коефiцiєнти q0, q1, . . . , qm.

Випадок 2. Нехай права частина рiвняння (14.12) має ви-
гляд

f(x) = eax
(
R(1)
m (x) cos bx+R(2)

m (x) sin bx
)
, (14.17)

де R(1)
m (x) та R(2)

m (x) – многочлени степенiв не вищих вiд m,
причому хоча б один з них має степiнь m (вони можуть бути й
сталими числами, один з них може бути тотожно рiвним нулю).
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Оскiльки cos bx = eibx+e−ibx
2 , sin bx = eibx−e−ibx

2i , то (14.17)
можемо записати у виглядi

f(x) = R(1)
m (x) eax

eibx + e−ibx

2
+R(2)

m (x) eax
eibx − e−ibx

2i
=

= R̃(1)
m (x) e(a+ib)x + R̃(2)

m (x) e(a−ib)x,

де R̃(1)
m (x), R̃(2)

m (x) – многочлени степеня m, тобто f(x) є сумою
двох доданкiв, якi розглядались у випадку 1.

Нехай a + bi не є характеристичним числом рiвняння
L[y] = 0. Тодi згiдно з теоремою 2 частинний розв’язок рiв-
няння (14.12) можна знайти у виглядi Y (x) = Q̃

(1)
m (x) e(a+ib)x +

+ Q̃
(2)
m (x) e(a−ib)x, де Q̃(1)

m (x) i Q̃(2)
m (x) – многочлени степеня m з

невизначеними коефiцiєнтами. Перейшовши до дiйснозначних
функцiй, одержуємо остаточне правило знаходження частин-
ного розв’язку рiвняння (14.12) з правою частиною вигляду
(14.17): якщо a + bi не є характеристичним числом, то ча-
стинний розв’язок потрiбно шукати у виглядi

Y (x) = eax
(
Q(1)
m (x) cos bx+Q(2)

m (x) sin bx
)
,

де Q(1)
m (x) i Q(2)

m (x) – многочлени степеня m з невизначеними
коефiцiєнтами.

Припустимо, що a + bi є k-кратним характеристичним чи-
слом. Тодi частинний розв’язок рiвняння (14.12) потрiбно шу-
кати у виглядi

Y (x) = xk
(
Q̃(1)
m (x)e(a+ib)x + Q̃(2)

m (x)e(a−ib)x
)

або
Y (x) = xkeax

(
Q(1)
m (x) cos bx+Q(2)

m (x) sin bx
)
.

В обох випадках коефiцiєнти многочленiв Q(1)
m (x) i Q(2)

m (x) ви-
значаються пiсля пiдстановки Y (x) у рiвняння (14.12).

Зауважимо, що схема знаходження частинного розв’язку
Y (x) рiвняння (14.12) не змiниться, якщо R

(1)
m (x) ≡ 0 або
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R
(2)
m (x) ≡ 0 у формулi (14.17). А якщо f(x) = f1(x)+f2(x)+. . .+

+ fk(x), де f1(x), f2(x), . . . , fk(x) мають вигляд (14.17) або
правої частини рiвняння (14.13) з рiзними α, a+ bi, то згiдно з
теоремою 2 Y = Y1 + Y2 + . . . + Yk, де Yj = Yj(x) – частинний
розв’язок рiвняння L[ y ] = fj(x), j = 1, 2, . . . , k.

Приклад 3. Зiнтегрувати рiвняння y′′′ − 2y′′ = x2 − ex.
Розв’язання. Характеристичними числами вiдповiдного од-
норiдного рiвняння є k1 = k2 = 0, k3 = 2, а тому загальним
розв’язком цього рiвняння є y0 = C1 + C2x+ C3e

2x.
Праву частину неоднорiдного рiвняння запишемо у виглядi

f(x) = f1(x) + f2(x), де f1(x) = x2, f2(x) = −ex.
Оскiльки α = 0 є характеристичним числом кратностi 2, а

α = 1 не є характеристичним числом, то частинний розв’язок
заданого рiвняння шукаємо у виглядi

Y = x2(Ax2 +Bx+ C) +Dex = Ax4 +Bx3 + Cx2 +Dex.

Пiдставляючи Y у задане рiвняння, одержуємо тотожнiсть

−24Ax2 + (24A − 12B)x+ (6B − 4C)−Dex ≡ x2 − ex,
з якої, прирiвнюючи коефiцiєнти бiля однакових степенiв x,
знаходимо невизначенi коефiцiєнти A, B, C, D:

x2 −24A = 1,
x1 24A− 12B = 0,
x0 6B − 4C = 0,
ex −D = −1

⇒ A = − 1

24
, B = − 1

12
, C = −1

8
, D = 1.

Отже, Y = −x4

24 − x3

12 − x2

8 + ex, а загальним розв’язком є

y = C1 + C2x+ C3e
2x − x4

24
− x3

12
− x2

8
+ ex. �

Рекомендована лiтература: [3, с. 153 – 165, 174 – 180],
[4, с. 389 - 397, 408 – 417], [5, с. 243 – 261], [7, с. 125 – 130, 138 –
144], [16, с. 103 – 108, 138 – 148].
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Питання до лекцiї 14

1. Яку структуру має загальний розв’язок лiнiйного неоднорi-
дного рiвняння n-го порядку?

2. Який вигляд має частинний розв’язок лiнiйного неоднорiдного
рiвняння, якщо його права частина є сумою декiлькох доданкiв?

3. У чому полягає метод варiацiї довiльних сталих iнтегрування
лiнiйного неоднорiдного рiвняння n-го порядку?

4. У чому полягає метод Кошi вiдшукання частинних розв’язкiв
лiнiйного неоднорiдного рiвняння n-го порядку? Який вигляд має
формула Кошi?

5. У чому полягає метод невизначених коефiцiєнтiв знаходження
частинних розв’язкiв лiнiйного неоднорiдного рiвняння n-го порядку
зi сталими коефiцiєнтами? Якого вигляду має бути права частина
рiвняння, щоб можна було використати цей метод?

Вправи до лекцiї 14

1. Зiнтегруйте лiнiйнi неоднорiднi рiвняння методом варiацiї до-
вiльних сталих:

а) y′′ + 3y′ + 2y =
4

ex + 1
, б) y′′ + 4y =

tg2 x+ 1

2 tg x
.

2. Зiнтегруйте лiнiйнi неоднорiднi рiвняння методом невизначе-
них коефiцiєнтiв:

а) y′′ − y = x2 + x; б) y′′ + y′ = sinx+ 3x cosx.

3. Знайдiть розв’язки задач Кошi:

а) y′′ + y = ex, y(0) = 1, y′(0) = −2;
б) y′′ − 2y′ − 3y = xe−x, y(0) = 0, y′(0) = 0.

4. Зiнтегруйте рiвняння методом Кошi:

а) y′′ + y =
1

x+ 1
; б) y′′ − y = x.

5. Для кожного рiвняння запишiть частинний розв’язок з неви-
значеними коефiцiєнтами, не шукаючи їх:

а) y′′ − 2y′ + 2y = 4x2ex + 3 cosx; б) y′′ + 7y′ + 10y = xe−2x sin 5x.
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Лекцiя 15. Лiнiйнi однорiднi рiвняння другого
порядку

План

1. Канонiчна форма лiнiйного однорiдного рiвняння друго-
го порядку.

2. Побудова загального розв’язку у випадку, якщо вiдомий
один частинний розв’язок.

3. Iнтегрування лiнiйних рiвнянь за допомогою степеневих
рядiв.

1. Канонiчна форма лiнiйного однорiдного рiвнян-
ня другого порядку. Лiнiйнi диференцiальнi рiвняння дру-
гого порядку часто використовують як диференцiальнi моделi
рiзноманiтних прикладних задач механiки, фiзики, бiологiї та
iнших наук.

Розглянемо лiнiйне однорiдне рiвняння другого порядку

a(x)y′′ + b(x)y′ + c(x)y = 0, (15.1)

де a(x), b(x), c(x) – неперервнi функцiї на деякому iнтервалi
(a, b).

Якщо a(x) �= 0 на iнтервалi (a, b), то рiвняння (15.1) можна
записати у виглядi

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0, (15.2)

де p(x) = b(x)/a(x), q(x) = c(x)/a(x). Покажемо, що рiвняння
(15.2) можна звести до рiвняння, яке не мiстить першої похi-
дної. Для цього запровадимо замiну

y = α(x) z, (15.3)

де z = z(x) – нова шукана функцiя, α(x) – поки що невiдома
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функцiя. Пiдставляючи (15.3) в (15.2), одержуємо:

α′′(x)z + 2α′(x)z′ + α(x)z′′ +
+ p(x)

(
α′(x)z + α(x)z′

)
+ q(x)α(x)z = 0 ⇒

z′′ +
(
2α′(x)
α(x)

+ p(x)

)
·z′ +

(
α′′(x)
α(x)

+ p(x)
α′(x)
α(x)

+ q(x)

)
·z = 0.

(15.4)

Виберемо тепер функцiю α(x) так, щоб коефiцiєнт бiля z′

перетворився у нуль, тобто 2α′(x)
α(x) +p(x) = 0. Звiдси, iнтегруючи,

знаходимо функцiю α(x):

α(x) = e−
1
2

∫
p(x)dx. (15.5)

Враховуючи, що

α′(x) = −p(x)
2
e−

1
2

∫
p(x)dx,

α′′(x) =
(
−p

′(x)
2

+
p2(x)

4

)
e−

1
2

∫
p(x)dx,

надамо рiвнянню (15.4) вигляду

z′′ +
(
−p

′(x)
2
− p2(x)

4
+ q(x)

)
z = 0.

Таким чином, з (15.3) i (15.5) випливає, що замiна шуканої
функцiї за формулою

y = e−
1
2

∫
p(x)dx · z

зводить рiвняння (15.2) до рiвняння

z′′ + I(x) z = 0, (15.6)

де позначено

I(x) = −p
′(x)
2
− p2(x)

4
+ q(x).
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Рiвняння (15.6) називають канонiчною формою рiвняння
(15.2), а функцiю I(x) – iнварiантом рiвняння (15.2). Очеви-
дно, що коли рiвняння (15.6) iнтегрується у квадратурах, то iн-
тегрується у квадратурах також рiвняння (15.2). Зокрема, так
буде, якщо I(x) = C, I(x) = C

x2
або I(x) = C

(ax+b)2
. У першому

випадку рiвняння (15.6) буде лiнiйним рiвнянням зi сталими
коефiцiєнтами, у другому – рiвнянням Ейлера, у третьому –
рiвнянням Лагранжа (див. лекцiю 13).

Зауважимо, що для лiнiйного рiвняння другого порядку
зi сталими коефiцiєнтами iнварiантом є взятий з протиле-
жним знаком дискримiнант вiдповiдного характеристичного
рiвняння.

Приклад 1. Зiнтегрувати рiвняння

xy′′ + 2y′ + xy = 0.

Розв’язання. Iснування та єдинiсть розв’язку гарантованi на
iнтервалах (−∞, 0) i (0,∞); x = 0 – особлива точка заданого
рiвняння. Оскiльки p(x) = 2/x, q(x) = 1, то iнварiантом рiв-
няння, як легко перевiрити, є функцiя I(x) = 1. Враховуючи
тепер (15.6), для вiдшукання функцiї z = z(x) маємо рiвняння
z′′ + z = 0, загальним розв’язком якого є

z = C1 sinx+ C2 cosx.

Оскiльки y = e−
1
2

∫
2dx
x z = z

x , то остаточно одержуємо:

y = C1
sinx

x
+ C2

cosx

x
. �

2. Побудова загального розв’язку у випадку, якщо
вiдомий один частинний розв’язок. Нехай вiдомий один
нетривiальний частинний розв’язок y1 = y1(x) рiвняння (15.2).
Покажемо, що запровадивши замiну

y = y1

∫
u dx, (15.7)
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де u = u(x) – нова невiдома функцiя, рiвняння (15.2) можна
звести рiвняння з вiдокремлюваними змiнними. Справдi, пiд-
ставляючи (15.7) у (15.2), одержуємо:

y′′1

∫
u dx+ 2y′1u+ y1u

′+

+p(x)

(
y′1

∫
u dx+ y1u

)
+ q(x)y1

∫
u dx = 0 ⇒

(
y′′1 + p(x)y′1 + q(x)y1

) ·∫ u dx+
(
2y′1 + p(x)y1

)
u+ y1u

′ = 0.

Оскiльки y1 – розв’язок рiвняння (15.7), то

y′′1 + p(x)y′1 + q(x)y1 = 0,

а тому

y1u
′ +

(
2y′1 + p(x)y1

)
u = 0 ⇒ u′ +

(
2
y′1
y1

+ p(x)

)
u = 0.

Загальним розв’язком отриманого рiвняння, як легко пере-
конатися, є u = C1y

−2
1 e−

∫
p(x)dx. Пiдставляючи тепер функцiю

u у (15.7), одержуємо загальний розв’язок рiвняння (15.2)

y = y1

(
C1

∫
e−

∫
p(x)dx

y21
dx+ C2

)
. (15.8)

Формулу (15.8) називають формулою Абеля.

Приклад 2. Зiнтегрувати рiвняння

(x2 + 1)y′′ − 2xy′ + 2y = 0.

Розв’язання. Легко перевiрити, що y1(x) = x є частинним
розв’язком заданого рiвняння. Оскiльки p(x) = − 2x

x2+1
, то, ви-



186 Роздiл 2. ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI РIВНЯННЯ ВИЩИХ ПОРЯДКIВ

користовуючи формулу Абеля, одержуємо:

y = x

⎛⎝C1

∫
e
∫

2xdx
x2+1

x2
dx+ C2

⎞⎠ ⇒

y = x

(
C1

∫
eln(x

2+1)

x2
dx+ C2

)
⇒

y = x

(
C1

∫
x2 + 1

x2
dx+ C2

)
⇒ y = C1(x

2 − 1) + C2x. �

Якщо вiдомий нетривiальний частинний розв’язок y1(x)
рiвняння (15.2), то це рiвняння можна зiнтегрувати також, ви-
користовуючи формулу Остроградського – Лiувiлля (формула
(12.17)).

Згiдно з теоремою 6 (лекцiя 12) для того, щоб зна-
йти загальний розв’язок рiвняння (15.2), потрiбно мати
фундаментальну систему розв’язкiв цього рiвняння. Нехай
y2(x) – такий розв’язок рiвняння (15.2), що y1(x), y2(x) утво-
рюють фундаментальну систему розв’язкiв. Використовую-
чи формулу Остроградського – Лiувiлля (12.17) у виглядi
W (x) = C1 · e−

∫
p(x)dx, одержуємо:∣∣∣∣ y1 y2

y′1 y′2

∣∣∣∣ = C1e
−∫

p(x)dx ⇒

y1y
′
2 − y′1y2 = C1e

−∫
p(x)dx ⇒ y1y

′
2 − y′1y2
y21

=
C1

y21
e−

∫
p(x)dx ⇒(

y2
y1

)′
=
C1

y21
e−

∫
p(x)dx ⇒ y = y1

(
C1

∫
e−

∫
p(x)dx

y21
dx+ C2

)
.

Таким чином, знову одержали формулу Абеля (15.8).

3. Iнтегрування лiнiйних рiвнянь за допомогою сте-
пеневих рядiв. Розв’язки лiнiйного диференцiального рiвня-
ння другого порядку зi змiнними коефiцiєнтами не завжди ви-
ражаються через елементарнi функцiї, а iнтегрування таких
рiвнянь рiдко зводиться до квадратур.
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Ще один метод iнтегрування зазначених рiвнянь полягає
у зображеннi шуканого розв’язку у виглядi степеневого ряду.
Нагадаємо деякi поняття i факти, що стосуються степеневих
рядiв.

Функцiю f(x), яка визначена на iнтервалi (a, b), називають
аналiтичною в точцi x0 ∈ (a, b), якщо її можна розвинути
в степеневий ряд, збiжний у деякому околi точки x0. Кажуть,
що функцiя f(x) аналiтична на iнтервалi (a, b), якщо вона в
кожнiй точцi x0 ∈ (a, b) може бути розвинена в степеневий ряд,
що збiгається в деякому околi точки x0. Зокрема, якщо ряд

f(x) =

∞∑
k=0

ck(x− x0)k

має радiус збiжностi r > 0, то функцiя f(x) аналiтична на iн-
тервалi (x0 − r, x0 + r).

Розглянемо диференцiальне рiвняння (15.2), в якому фун-
кцiї p(x) i q(x) аналiтичнi на iнтервалi (x0 − a, x0 + a), тобто їх
можна розвинути у степеневi ряди

p(x) =

∞∑
k=0

pk · (x− x0)k, q(x) =

∞∑
k=0

qk · (x− x0)k,

якi збiгаються на iнтервалi (x0 − a, x0 + a).

Теорема 1. Якщо у рiвняннi (15.2) функцiї p(x) i q(x) ана-
лiтичнi на iнтервалi (x0 − a, x0 + a), то будь-який розв’язок
цього рiвняння є аналiтичною функцiєю при x ∈ (x0−a, x0+a),
тобто може бути розвинений у збiжний на (x0 − a, x0 + a)
степеневий ряд

y(x) =

∞∑
k=0

ck(x− x0)k. (15.9)

Доведення цiєї теореми можна знайти, наприклад, в [6,
с. 284 – 286].

Точку x = x0 називають точкою аналiтичностi рiв-
няння (15.2). В околi точки аналiтичностi розв’язок рiвняння
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(15.2) шукають у виглядi ряду (15.9), де числа c0, c1, c2, . . .
пiдлягають визначенню.

Приклад 3. За допомогою степеневих рядiв зiнтегрувати
рiвняння y′′ + xy = 0.
Розв’язання. Вiдзначимо, що задане рiвняння не iнтегрується
у квадратурах. Його розв’язок шукаємо у виглядi ряду

y(x) =
∞∑
k=0

ckx
k, (15.10)

вважаючи ck, k = 0, 1, . . . невизначеними коефiцiєнтами. По-
кажемо, що цi коефiцiєнти можна однозначно визначити i при
цьому ряд (15.10) збiгатиметься в деякому околi точки x = 0.

Двiчi здиференцiюємо ряд (15.10) i пiдставимо його разом
з рядом для y′′ у задане рiвняння. Одержуємо тотожнiсть

∞∑
k=2

k(k − 1)ckx
k−2 +

∞∑
k=0

ckx
k+1 ≡ 0 ⇒

∞∑
k=0

(k + 2)(k + 1)ck+2x
k ≡ −

∞∑
k=1

ck−1x
k.

Прирiвнюючи коефiцiєнти бiля однакових степенiв x, зна-
ходимо, що

c2 = 0, ck+2 = − 1

(k + 1)(k + 2)
ck−1, k � 1.

Отже,

c3m =
(−1)mc0

3m(3m − 1)(3m − 3)(3m − 4) · . . . · 3 · 2 ,

c3m+1 =
(−1)mc1

(3m+ 1)3m(3m − 2)(3m− 3) · . . . · 4 · 3 , c3m+2 = 0,

де m = 1, 2, . . ., а коефiцiєнти c0 i c1 залишаються невизначе-
ними (довiльними).
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Покладаючи c0 = 1, c1 = 0, що рiвносильно початковим
умовам y(0) = 1, y′(0) = 0, знаходимо ряд

y1(x) = 1+

∞∑
m=1

(−1)mx3m
3m(3m− 1)(3m− 3)(3m − 4) · . . . · 3 · 2 . (15.11)

Покладаючи c0 = 0, c1 = 1, що рiвносильно початковим умо-
вам y(0) = 0, y′(0) = 1, одержуємо ряд

y2(x) = x+
∞∑
m=1

(−1)mx3m+1

(3m+ 1)3m(3m− 2)(3m − 3) · . . . · 4 · 3 . (15.12)

Використовуючи ознаку Д’Аламбера, легко показати, що
ряди (15.11), (15.12) збiгаються для всiх x ∈ (−∞,+∞), а тому
їх можна диференцiювати на (−∞,+∞). Пiдставляючи (15.11),
(15.12) у рiвняння (15.2), переконуємось, що y1(x), y2(x) –
розв’язки рiвняння (15.2). Бiльш того, цi розв’язки лiнiйно не-
залежнi на (−∞,+∞), бо їх вронскiан вiдмiнний вiд нуля у
точцi x = 0:

W (0) =

∣∣∣∣ y1(0) y2(0)
y′1(0) y′2(0)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1 0
0 1

∣∣∣∣ = 1.

Отже, загальним розв’язком заданого рiвняння є

y = C1y1(x) + C2y2(x),

де y1(x), y2(x) визначенi формулами (15.11), (15.12), а C1, C2 –
довiльнi сталi. �

Зазначимо, що метод степеневих рядiв можна використову-
вати також для розв’язування лiнiйних неоднорiдних рiвнянь
другого порядку y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x), якщо p(x), q(x) i
f(x) – аналiтичнi функцiї в деякому околi точки x = x0.

Розглянемо тепер випадок, коли p(x) i q(x) – коефiцiєнти
рiвняння (15.2) – не є аналiтичними в околi точки x = x0. Точку
x = x0, для якої lim

x→x0
p(x) = ∞ або lim

x→x0
q(x) = ∞, називають

особливою точкою рiвняння (15.2).
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Нехай коефiцiєнти рiвняння (15.2) можна подати форму-
лами p(x) = p1(x)

x−x0 , q(x) = q1(x)
(x−x0)2 , де p1(x), q1(x) – аналiтичнi

функцiї на iнтервалi (x0 − a, x0 + a), тобто

p1(x) =

∞∑
k=0

p1k(x− x0)k, q1(x) =

∞∑
k=0

q1k(x− x0)k.

Тодi рiвняння (15.2) зручно записати у виглядi

(x− x0)2y′′ + (x− x0)p1(x)y′ + q1(x)y = 0, x �= x0.

Якщо x = x0 – особлива точка рiвняння (15.2) (це буде, якщо
хоча б одне з чисел p10, q10, q11 вiдмiнне вiд нуля), то її нази-
вають регулярною особливою точкою. В околi регулярної
особливої точки x = x0 розв’язки рiвняння (15.2) не завжди
можна зобразити у виглядi степеневого ряду (15.9). Напри-
клад, обидва розв’язки y1 = x1/2 i y2 = x−2 рiвняння Ейлера
2x2y′′ + 5xy′ − 2y = 0 не можна розвинути у степеневi ряди
вигляду (15.9), тобто у ряди за цiлими додатними степенями
x.

У цьому випадку розв’язок рiвняння потрiбно шукати у ви-
глядi узагальненого степеневого ряду

y(x) = (x− x0)r
∞∑
k=0

ck(x− x0)k,

де числа r, c0, c1, . . . пiдлягають визначенню.
Розв’яжемо тепер методом степеневих рядiв рiвняння з при-

кладу 1.

Приклад 4. Знайти загальний розв’язок рiвняння

xy′′ + 2y′ + xy = 0. (15.13)

Розв’язання. Точка x0 = 0 є особливою, бо p(x) = 2
x →∞ при

x→ 0. Тому розв’язок шукаємо у виглядi узагальненого степе-
невого ряду

y(x) = xr
∞∑
k=0

ckx
k.
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Тодi

y′(x) =
∞∑
k=0

(k + r)ckx
k+r−1,

y′′(x) =
∞∑
k=0

(k + r)(k + r − 1)ckx
k+r−2.

Пiдставляючи знайденi вирази для y, y′, y′′ у (15.13), одержу-
ємо, що

∞∑
k=0

(k + r)(k + r − 1)ckx
k+r−1 +

+ 2

∞∑
k=0

(k + r)ckx
k+r−1 +

∞∑
k=0

ckx
k+r+1 = 0

або пiсля скорочення на xr:
∞∑
k=0

(k+ r)(k+ r− 1)ckx
k−1+2

∞∑
k=0

(k+ r)ckx
k−1+

∞∑
k=0

ckx
k+1 = 0.

Оскiльки збiжнi степеневi ряди є абсолютно збiжнi всере-
динi iнтервалу збiжностi, то попереднiй рiвностi можна надати
такого вигляду:

(r2 + r)c0x
−1 + (r2 + 3r + 2)c1x

0 +
(
c0 + (r2 + 5r + 6)c2

)
x+

+
(
c1+(r2 +7r+ 12)c3

)
x2 +

(
c2 +(r2+9r+20)c4

)
x3 + . . . = 0

(15.14)

Звiдси випливає, що усi коефiцiєнти узагальненого степене-
вого ряду (15.14) дорiвнюють нулю, тобто⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(r2 + r)c0 = 0,
(r2 + 3r + 2)c1 = 0,
c0 + (r2 + 5r + 6)c2 = 0,
c1 + (r2 + 7r + 12)c3 = 0,
c2 + (r2 + 9r + 20)c4 = 0,

. . . . . . . . .

(15.15)
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Нехай c0 �= 0, тодi з першого рiвняння системи (15.15) одер-
жуємо, що r = 0 або r = −1. Якщо r = 0 i, наприклад, c0 = 1,
то з (15.15) знаходимо

c1 = 0, c2 = − 1

3!
, c3 = 0, c4 =

1

5!
, . . . ,

c2k−1 = 0, c2k =
(−1)k

(2k + 1)!
, . . .

Таким чином, функцiя

y1(x) = 1− x2

3!
+
x4

5!
− . . . = 1

x

(
x− x3

3!
+
x5

5!
− . . .

)
=

sinx

x

є розв’язком рiвняння (15.13).
Нехай тепер r = −1. Тодi, вважаючи, що c0 = 1, c1 = 0, з

(15.15) знаходимо

c2 = − 1

2!
, c3 = 0, c4 =

1

4!
, . . . , c2k−1 = 0, c2k =

(−1)k
(2k)!

, . . . ,

а отже, функцiя

y2(x) =
1

x
− x

2!
+
x3

4!
− . . . = 1

x

(
1− x2

2!
+
x4

4!
− . . .

)
=

cos x

x

також є розв’язком рiвняння (15.13). Оскiльки знайденi фун-
кцiї y1(x) i y2(x) лiнiйно незалежнi (пропонуємо у цьому переко-
натися самостiйно), то згiдно з Основною теоремою (лекцiя 12)
загальним розв’язком рiвняння (15.13) є

y = C1
sinx

x
+ C2

cosx

x
. �

Рекомендована лiтература: [3, с. 297 – 316], [6, с. 269 –
273, 283 – 294], [7, с. 120 – 122, 150 – 158], [16, с. 202 – 219], [17,
с. 363 – 404, 412 – 435].
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Питання до лекцiї 15

1. За допомогою якої пiдстановки лiнiйне однорiдне рiвняння
другого порядку можна звести до рiвняння, яке не мiстить першої
похiдної? Як називають таку форму рiвняння?

2. Що називають iнварiантом лiнiйного однорiдного рiвняння
другого порядку? Якого вигляду має бути iнварiант, щоб вiдповiдне
лiнiйне однорiдне рiвняння другого порядку можна було зiнтегрува-
ти у квадратурах?

3. Як, маючи один частинний розв’язок лiнiйного однорiдного
рiвняння другого порядку, зiнтегрувати це рiвняння у квадратурах?
Який вигляд має формула Абеля?

4. Як можна використати формулу Остроградського – Лiувiлля
для iнтегрування лiнiйного однорiдного рiвняння другого порядку?

5. Як знайти загальний розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння
другого порядку за допомогою степеневих рядiв? У якому випадку
розв’язок цього рiвняння потрiбно шукати у виглядi узагальненого
степеневого ряду?

Питання до лекцiї 15

1. Зведiть рiвняння до канонiчної форми та зiнтегруйте їх:

а) y′′ + 2
xy

′ + y = 0; б) x2y′′ + 2x2y′ + (x2 − 2)y = 0.

2. Зiнтегруйте рiвняння, знаючи їх частиннi розв’язки y1(x):

а) (2x+ 1)y′′ + 4xy′ − 4y = 0, y1(x) = e−2x;
б) x(x − 1)y′′ − xy′ + y = 0, y1(x) = x.

3. Зiнтегруйте рiвняння методом степеневих рядiв:

а) y′′ + xy′ + y = 0; б) y′′ = yex.

4. Зiнтегруйте рiвняння методом узагальнених степеневих рядiв:

а) xy′′ − (x+ 1)y′ + y = 0; б) 9x2y′′ − (x2 − 2)y = 0.



194 Роздiл 2. ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI РIВНЯННЯ ВИЩИХ ПОРЯДКIВ

Лекцiя 16. Диференцiальнi моделi коливальних
процесiв

План

1. Застосування лiнiйних однорiдних диференцiальних рiв-
нянь другого порядку до коливальних рухiв.

2. Застосування лiнiйних неоднорiдних диференцiальних
рiвнянь другого порядку до коливальних рухiв.

3. Диференцiальна модель математичного маятника.

1. Застосування лiнiйних однорiдних диференцiаль-
них рiвнянь другого порядку до коливальних рухiв.
Припустимо, що матерiальна точка маси m прямолiнiйно ру-
хається вздовж осi Ox пiд впливом трьох сил:

1) сили F1, що притягує точку до початку координат; цю
силу вважатимемо пропорцiйною вiддалi x точки вiд початку
координат, тобто F1 = −ax, де a > 0;

2) сили F2 опору середовища, яку припускатимемо пропор-
цiйною швидкостi руху точки (це припущення близьке до дiй-
сностi для незначних швидкостей), тобто F2 = −bx′, де b � 0;

3) збурювальної (зовнiшньої) сили, що спрямована вздовж
осi Ox i дорiвнює F3(t) у момент часу t.

Тодi згiдно з другом законом Ньютона

F = ma,

де F = F1+F2+F3, a = x′′(t), маємо диференцiальне рiвняння
руху матерiальної точки:

mx′′ = −ax− bx′ + F3(t)

або
x′′ + 2p x′ + q2x = f(t), (16.1)

де

p =
b

2m
� 0, q =

√
a

m
> 0, f(t) =

F3(t)

m
.
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Число p називають коефiцiєнтом опору, а число q – коефi-
цiєнтом вiдхилення.

Диференцiальне рiвняння (16.1) – лiнiйне неоднорiдне рiв-
няння другого порядку зi сталими коефiцiєнтами. Зiнтегрував-
ши його, знайдемо закон руху матерiальної точки.

Оскiльки найбiльший iнтерес становлять випадки, коли
рух, який визначений рiвнянням (16.1), є коливанням точки
бiля положення x = 0, то рiвняння (16.1) називають рiвнян-
ням коливань. При цьому, якщо збурювальна сила вiдсутня,
тобто f(t) ≡ 0, то це рiвняння називають рiвнянням вiльних
коливань; воно має вигляд

x′′ + 2p x′ + q2x = 0. (16.2)

Диференцiальне рiвняння (16.1), у якому права частина тото-
жно вiдмiнна вiд нуля, називають рiвнянням вимушених
коливань.

Розглянемо рiвняння (16.2) i з’ясуємо, як коефiцiєнти p, q
впливають на характер руху матерiальної точки. Проаналiзу-
ємо окремi випадки рiвняння (16.2).

Випадок 1. Рух вiдбувається у середовищi без опору
(p = 0). Тодi рiвняння руху має вигляд

x′′ + q2x = 0. (16.3)

Рiвняння (16.3) описує вертикальнi рухи тiла, пiдвiшеного на
пружинi, пiд впливом сили пружностi пружини i сили ваги,
малi коливання маятника, коливання повiтря в акустичному
резонаторi та iншi явища коливної природи. Це рiвняння нази-
вають ще рiвнянням гармонiчного осцилятора.

Рiвняння (16.3) – лiнiйне однорiдне рiвняння зi сталими
коефiцiєнтами. Його характеристичне рiвняння k2 + q2 = 0,
характеристичнi числа – комплексно-спряжена пара k1 = qi,
k2 = − qi, а тому загальним розв’язком цього рiвняння є

x = C1 cos qt+ C2 sin qt.
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Для з’ясування фiзичного змiсту отриманого розв’язку зру-
чно звести його до iншої форми, ввiвши замiсть довiльних ста-
лих C1, C2 новi сталi A i ϕ (A > 0) за формулами C1 = A sinϕ,
C2 = A cosϕ. Тодi

A =
√
C2
1 + C2

2 , ϕ = arctg
C1

C2
(C2 �= 0),

x = A sinϕ cos qt+A cosϕ sin qt ⇒
x(t) = A sin(qt+ ϕ). (16.4)

Рух, який описується формулою (16.4), називають гармо-
нiчним коливанням. Вiн є перiодичним рухом з перiодом
T = 2π/q i частотою q. Число A називають амплiтудою
коливання (16.4) (це максимальне вiдхилення точки вiд ста-
ну рiвноваги). Величину qt+ϕ називають фазою коливання.
Значення фази коливання при t = 0, тобто кут ϕ називають
початковою фазою коливання (16.4).

З формули (16.4) випливає, що всi рухи, визначенi рiвня-
нням (16.3), обмеженi, бо при t → +∞ |x(t)| � A. Графiк
кожного конкретного руху можна одержати за допомогою еле-
ментарних перетворень графiка функцiї x = sin t (рис. 16.1).

O t

x

A

−A

x0

x = A

x = A sin(qt+ ϕ)

Рис. 16.1

Будь-яким початковим умовам

x(0) = x0, x′(0) = x′0

згiдно з теоремою про iснування та єдинiсть розв’язку задачi
Кошi для лiнiйного рiвняння n-го порядку (лекцiя 10) вiдповi-
дає єдиний рух з формули (16.4). Знайдемо цей рух. Оскiльки
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x′ = Aq cos(qt+ ϕ), то вiдповiднi значення амплiтуди A i поча-
ткової фази ϕ одержуємо з системи{

A sinϕ = x0,
Aq cosϕ = x′0

⇒ A =
1

q

√
q2x20 + x′0

2, ϕ = arctg
qx0
x′0

.

Випадок 2. Рух вiдбувається у середовищi з опором p > 0.
Характеристичним рiвнянням для (16.2) є k2 + 2pk + q2 = 0, а
характеристичними числами –

k1 = −p+
√
p2 − q2 i k2 = −p−

√
p2 − q2.

Якщо p2 − q2 < 0, то, позначивши p2− q2 = −h2, загальний
розв’язок рiвняння (16.2) можемо записати як

x = e−pt(C1 cos ht+ C2 sinht),

де h =
√
q2 − p2, або, враховуючи позначення, якi використо-

вувались при виведеннi формули (16.4), у виглядi

x(t) = Ae−pt sin(ht+ ϕ). (16.5)

Рух точки, який описується формулою (16.5), називають
згасаючим гармонiчним коливанням з перiодом T = 2π

h ,
частотою h, амплiтудою Ae−pt, початковою фазою ϕ (рис. 16.2).
На вiдмiну вiд гармонiчного коливання (16.4) тепер амплiтуда
є величиною змiнною. Але вона обмежена, бо Ae−pt � A, i пря-
мує до нуля при t → +∞. Число A називають початковою
амплiтудою, а p – коефiцiєнтом згасання. Множник e−pt

характеризує швидкiсть згасання коливання.

O t

x

x = Ae−pt

x = Ae−pt sin(ht+ ϕ)

Рис. 16.2
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Якщо p2 − q2 > 0, то, позначивши p2 − q2 = h2, загальний
розв’язок рiвняння (16.2) запишемо у виглядi

x(t) = C1e
(h−p) t + C2e

−(h+p) t. (16.6)

Оскiльки h < p, то x(t)→ 0 при t→ +∞. Нарештi, якщо
p2 − q2 = 0, то k1 = k2 = − p, а загальним розв’язком є

x(t) = e−pt(C1 + C2t), (16.7)

причому знову x(t)→ 0 при t→ +∞.
Рухи, якi описуються формулами (16.6) i (16.7), називають

аперiодичними згасаючими рухами. Iз зростанням t вiд-
хилення x(t) асимптотично наближається до нуля i коливань
навколо положення x = 0 немає. Усi розглянутi рухи назива-
ють вiльними або власними коливаннями.

Таким чином, наявнiсть опору середовища (p > 0) видозмi-
нює характер коливань, причому, якщо опiр p порiвняно неве-
ликий (p < q), то рухи залишаються перiодичними, згасаючи
при t → +∞, а при великому опорi середовища (p � q) рухи
стають аперiодичними.

2. Застосування лiнiйних неоднорiдних диференцi-
альних рiвнянь другого порядку до коливальних рухiв.
Розглянемо диференцiальне рiвняння вимушених коливань
(16.1) (f(t) �= 0). Згiдно з теоремою про структуру загально-
го розв’язку лiнiйного неоднорiдного рiвняння (лекцiя 14) усi
рухи, якi визначаються рiвнянням (16.1), можна утворити з
сукупностi усiх рухiв, визначених вiдповiдним однорiдним рiв-
нянням (рiвнянням вiльних коливань точки), i будь-якого
одного руху, визначеного неоднорiдним рiвнянням (16.1).

Розглянемо випадок, який досить часто трапляється у за-
стосуваннях: збурювальна сила f(t) перiодична i має синусої-
дальний характер.

Випадок 1. Рух вiдбувається у середовищi без опору
(p = 0). Тодi рiвняння руху має вигляд

x′′ + q2x =M sinωt. (16.8)
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Власнi коливання x0(t), якi визначаються вiдповiдним
однорiдним рiвнянням x′′+ q2x = 0, є гармонiчними (див. фор-
мулу (16.4)):

x0(t) = A sin(qt+ ϕ). (16.9)

Залишається знайти частинний розв’язок рiвняння (16.8).
Вигляд цього розв’язку залежить вiд того, чи є число a+ib= iω
коренем характеристичного рiвняння k2 + q2 = 0. Оскiльки
k1,2 = ± iq, то все визначається тим, чи збiгається частота збу-
рювальної сили з частотою власних коливань (резонансний
випадок), чи маємо незбiг цих частот (нерезонансний ви-
падок).

Розглянемо спочатку нерезонансний випадок, тобто коли
ω �= q. Частинний розв’язок рiвняння (16.8) X(t) шукаємо у
виглядi

X(t) = A1 cosωt+B1 sinωt,

де A1 i B1 – деякi сталi, якi визначимо згодом. Тодi

X ′(t) = −A1ω sinωt+B1ω cosωt,

X ′′(t) = −A1ω
2 cosωt−B1ω

2 sinωt

i, пiдставляючи в (16.8), одержуємо рiвняння

−A1ω
2 cosωt−B1ω

2 sinωt+ q2(A1 cosωt+B1 sinωt) =M sinωt.

З нього, прирiвнюючи коефiцiєнти бiля cosωt, sinωt вiдповiдно,
маємо:{

−A1ω
2 +A1q

2 = 0,

−B1ω
2 +B1q

2 =M
⇒ A1 = 0, B1 =

M

q2 − ω2
.

Таким чином,

X(t) =
M

q2 − ω2
sinωt,

а загальний розв’язок рiвняння (16.8) має вигляд

x(t) =
M

q2 − ω2
sinωt+A sin(qt+ ϕ).
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Вимушенi коливання, визначенi цим загальним розв’язком, на-
зивають накладеними гармонiчними коливаннями.

Розглянемо рiвняння вимушених коливань

x′′ + q2x =M sin qt, (16.10)

яке є окремим випадком рiвняння (16.8), коли ω = q, тобто
коли частота збурювальної сили збiгається з частотою власних
коливань (резонанс). У цьому випадку частинний розв’язок
має вигляд

X(t) = t(A1 cos qt+B1 sin qt),

бо iq є простим характеристичним числом. Тодi

X ′(t) = A1 cos qt+B1 sin qt+ tq(−A1 sin qt+B1 cos qt),

X ′′(t) = −2A1q sin qt+ 2B1q cos qt− tq2(A1 cos qt+B1 sin qt)

i, пiдставляючи в (16.10), одержуємо рiвняння

−2A1q sin qt+ 2B1q cos qt− q2t(A1 cos qt+B1 sin qt)+

+ q2t(A1 cos qt+B1 sin qt) =M sin qt ⇒
−2A1q sin qt+ 2B1q cos qt =M sin qt.

Звiдси, прирiвнюючи коефiцiєнти бiля cos qt, sin qt вiдповiдно,
знаходимо, що A1 = −M

2q , B1 = 0. Таким чином,

X(t) = −M
2q
t cos qt. (16.11)

Частинний розв’язок (16.11) є вимушеним коливанням i має
необмежену амплiтуду при t → +∞. Графiк цього коливання
розташований мiж прямими x = M

2q t i x = −M
2q t (рис. 16.3).

У реальних фiзичних системах коливання нiколи не можуть
зростати необмежено, бо коливання з необмеженою амплiту-
дою або стримуються опором, або призводять до руйнування
системи.
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O t

x

x =
M
2q
t

x = −M
2q t

x = −M
2q t cos qt

Рис. 16.3

Загальним розв’язком рiвняння (16.10) є

x(t) = A sin(qt+ ϕ)− M

2q
t cos qt.

Вимушенi коливання, визначенi цим розв’язком, утворюються
накладанням гармонiйних коливань (16.9) i коливань з необме-
женою амплiтудою (16.11).

Випадок 2. Рух вiдбувається в середовищi з малим опо-
ром (p < q). Припустимо, що збурювальна сила має синусої-
дальний характер. Тодi рiвнянням руху є

x′′ + 2p x′ + q2x =M sinωt. (16.12)

Згiдно з (16.5) власнi коливання x0(t) мають вигляд

x0(t) = Ae−pt sin
(√

q2 − p2 t+ ϕ
)
.

Частинний розв’язок X(t) рiвняння (16.12) шукаємо у ви-
глядi

X(t) = A1 cosωt+B1 sinωt, (16.13)
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де сталi A1, B1 знайдемо, пiдставляючи (16.13) в (16.12):

−A1ω
2 cosωt−B1ω

2 sinωt+ 2p(−A1ω sinωt+B1ω cosωt) +

+ q2(A1 cosωt+B1 sinωt) =M sinωt ⇒(−A1ω
2 + 2pB1ω +A1q

2
)
cosωt+

+
(−B1ω

2 − 2pA1ω + q2B1

)
sinωt =M sinωt ⇒{

A1(q
2 − ω2) + 2pωB1 = 0,

−2pA1ω + (q2 − ω2)B1 =M
⇒

A1 =
−2pωM

(ω2 − q2)2 + 4p2ω2
, B1 =

M(q2 − ω2)

(ω2 − q2)2 + 4p2ω2
.

Отже,

X(t) =
−2pωM

(ω2 − q2)2 + 4p2ω2
cosωt+

M(q2 − ω2)

(ω2 − q2)2 + 4p2ω2
sinωt,

(16.14)
а загальний розв’язок рiвняння (16.12) має вигляд

x(t)=
−2pωM

(ω2 − q2)2 + 4p2ω2
cosωt+

M(q2 − ω2)

(ω2 − q2)2 + 4p2ω2
sinωt +

+Ae−pt sin
(√

q2 − p2 t+ ϕ
)
.

Оскiльки при t→ +∞ останнiй доданок прямує до нуля, то
для достатньо великих t можна вважати, що

x(t) =
−2pωM

(ω2 − q2)2 + 4p2ω2
cosωt+

M(q2 − ω2)

(ω2 − q2)2 + 4p2ω2
sinωt,

тобто власними (згасаючими) коливаннями можна знехтувати.
Амплiтуда A вимушеного коливання (16.14) виражається

формулою

A =
M√

(ω2 − q2)2 + 4p2ω2
,

а якщо опiр p дуже малий, то A ≈ M
|ω2−q2| . Звiдси випливає, що

при наближеннi ω до q амплiтуда A є доволi значною навiть
для малого M.
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3. Диференцiальна модель математичного маятни-
ка. Математичним маятником називають матерiальну
точку M маси m, яка пiд дiєю сили тяжiння рухається по колу
L радiуса r, розташованому у вертикальнiй площинi. Величину
r називають довжиною маятника.

Припустимо, що коливання маятника вiдбувається у сере-
довищi без опору. На колi L введемо кутову координату, взяв-
ши за початок координат найнижчу точку O кола L (рис. 16.4).
Змiнну координату точки M позначимо через ψ = ψ(t). На то-
чку M дiє сила тяжiння P = mg, де g – прискорення вiльного
падiння.

��

�

M

O

ψ

ψ

L

P

�F

r

r

Рис. 16.4

Тодi маятник коливається пiд дi-
єю сили �F , яка дiє у бiк зменшення
кута ψ,

F = −mg sinψ.
Якщо за час t довiльна точка M

пройшла вздовж дуги кола L шлях
S, то S = rψ. Звiдси швидкiсть v
руху точки, яка спрямована вздовж
дотичної до дуги кола, визначається
за формулою

v =
dS

dt
= r

dψ

dt
. (16.15)

Тому рiвнянням руху маятника є

m
dv

dt
= −mg sinψ

або, з урахуванням (16.15),

r
d2ψ

dt2
+ g sinψ = 0. (16.16)

Рiвняння (16.16) нелiнiйне, однак якщо величина кута ψ до-
сить мала, то sinψ ≈ ψ, i замiсть нелiнiйного можна розглядати
лiнiйне однорiдне рiвняння

ψ′′ + q2ψ = 0,
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де q2 = g
r , тобто маємо рiвняння вигляду (16.3).

Таким чином, математичний маятник при малому вiдхи-
леннi вiд положення рiвноваги здiйснюватиме гармонiчнi ко-
ливання за законом

ψ(t) = A sin(qt+ ϕ),

де

q =

√
g

r
, T = 2π

√
r

g
,

A =

√
x20 +

x′20 r
g
, ϕ = arctg

(
x0
x′0

√
g

r

)
.

Рекомендована лiтература: [7, с. 144 – 150], [15, с. 88 –
96], [16, с. 387 – 391], [17, с. 288 – 362], [18, с. 268 – 281].

Питання до лекцiї 16

1. Як iнтегрується рiвняння вiльних коливань у середовищi без
опору? Який вигляд має загальний розв’язок цього рiвняння? Що
називають гармонiчним коливанням, його амплiтудою, перiодом, ча-
стотою i початковою фазою? Як залежать амплiтуда i початкова
фаза вiд початкових значень шуканої функцiї та її похiдної?

2. Як iнтегрується рiвняння вiльних коливань у середовищi з
опором? Що називають згасаючим гармонiчним коливанням, його
перiодом, частотою, амплiтудою i початковою фазою? Яка поведiн-
ка амплiтуди при t→ +∞? Як впливає наявнiсть опору середовища
на характер коливань?

3. Який вигляд має рiвняння вимушених коливань у середовищi
без опору у випадку перiодичної збурювальної сили синусоїдального
характеру? Як iнтегрується це рiвняння? Який вигляд має загальний
розв’язок у нерезонансному i резонансному випадках?

4. Як iнтегрується рiвняння вимушених коливань у середовищi
з малим опором у випадку перiодичної збурювальної сили синусої-
дального характеру? Який вигляд має графiк частинного розв’язку
цього рiвняння?

5. Що називають математичним маятником? Який вигляд має
диференцiальна модель його руху? Якими є перiод, частота, амплi-
туда та початкова фаза коливання математичного маятника?
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Лекцiя 17. Крайовi задачi для диференцiальних
рiвнянь другого порядку

План

1. Основнi означення й поняття.
2. Iснування та єдинiсть розв’язку крайової задачi.
3. Функцiя Ґрiна крайової задачi.
4. Крайовi задачi на власнi значення.

1. Основнi означення й поняття. У задачi Кошi (див. ле-
кцiї 2, 6, 10) умови, за допомогою яких можна видiлити певний
частинний розв’язок диференцiального рiвняння, задаються в
однiй (початковiй) точцi. Проте у багатьох прикладних зада-
чах умови на невiдому функцiю та її похiднi задаються у двох
точках, наприклад, на кiнцях вiдрiзка, де шукається розв’язок
задачi. Такi умови називають крайовими. Задачу вiдшукання
розв’язку диференцiального рiвняння, що задовольняє крайовi
умови, називають крайовою.

Крайовi задачi виникають як диференцiальнi моделi бага-
тьох прикладних задач (коливання струни, коливання валiв,
поширення тепла у провiднику тощо). Наприклад, у задачi про
рух матерiальної точки маси m пiд дiєю заданої сили F у ба-
гатьох випадках потрiбно знайти закон руху s(t), якщо у по-
чатковий момент часу t = t0 вона знаходилась у точцi M1, а в
момент часу t = t1 повинна потрапити у точку M2. Використо-
вуючи закон Ньютона F = ma, де a = d2s

dt2
– прискорення, ця

задача зводиться до вiдшукання розв’язку диференцiального
рiвняння другого порядку

ms′′ = F (t, s, s′),

який задовольняє крайовi умови s(t0) = s0, s(t1) = s1.
Надалi обмежимось розглядом крайових задач тiльки для

диференцiальних рiвнянь другого порядку. Для рiвняння

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x), (17.1)
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де p(x), q(x), f(x) – неперервнi на вiдрiзку [a, b] функцiї, кра-
йовi умови означимо наступним чином:{

α1y
′(a) + β1y(a) = y0,

α2y
′(b) + β2y(b) = y1,

(17.2)

де α1, α2, β1, β2, y0, y1 – заданi числа, причому α1, β1, а також
α2, β2 одночасно не дорiвнюють нулю. Якщо y0 = y1 = 0, тобто{

α1y
′(a) + β1y(a) = 0,

α2y
′(b) + β2y(b) = 0,

(17.3)

то такi крайовi умови називають однорiдними.
Якщо f(x) тотожно не дорiвнює нулю, то задачу (17.1),

(17.2) називають неоднорiдною крайовою задачею, а якщо
f(x) ≡ 0 i y0 = y1 = 0, – однорiдною крайовою задачею.
Розв’язком крайової задачi (17.1), (17.2) називають фун-

кцiю y(x), яка двiчi неперервно диференцiйовна на (a, b), непе-
рервно диференцiйовна на [a, b] i задовольняє рiвняння (17.1)
на (a, b) та крайовi умови (17.2).

2. Iснування та єдинiсть розв’язку крайової задачi.
Розв’язок задачi Кошi для рiвняння (17.1) з початковими умо-
вами

y(x0) = y0, y
′(x0) = y1, x0 ∈ [a, b],

де p(x), q(x) – неперервнi на [a, b], згiдно з теоремою Кошi (ле-
кцiя 10) iснує та єдиний на всьому вiдрiзку [a, b]. Для крайової
задачi (17.1), (17.2) це зовсiм не обов’язково, тобто її розв’язок
може не iснувати або не бути єдиним. Для детальнiшого роз-
гляду цього питання позначимо через ϕ1(x), ϕ2(x) фундамен-
тальну систему розв’язкiв вiдповiдного однорiдного рiвняння

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0, (17.4)

а через Y (x) – частинний розв’язок рiвняння (17.1). Згiдно з
теоремою про структуру загального розв’язку лiнiйного нео-
днорiдного рiвняння (лекцiя 14, п. 1) загальним розв’язком рiв-
няння (17.1) є

y = C1ϕ1(x) + C2ϕ2(x) + Y (x), (17.5)
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де C1, C2 – довiльнi сталi. Для отримання розв’язку крайової
задачi (17.1), (17.2) сталi C1, C2 необхiдно визначити з крайо-
вих умов (17.2). Пiдставляючи (17.5) в (17.2), одержуємо си-
стему лiнiйних алгебричних рiвнянь:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

(
α1ϕ

′
1(a) + β1ϕ1(a)

)
C1 +

(
α1ϕ

′
2(a) + β1ϕ2(a)

)
C2 =

= −α1Y
′(a)− β1Y (a) + y0,(

α2ϕ
′
1(b) + β2ϕ1(b)

)
C1 +

(
α2ϕ

′
2(b) + β2ϕ2(b)

)
C2 =

= −α2Y
′(b)− β2Y (b) + y1.

Позначимо через U i Ũ матрицю та розширену матрицю
цiєї системи, а через Δ – визначник матрицi U . Використову-
ючи вiдому з курсу алгебри теорему Кронекера – Капеллi про
розв’язнiсть лiнiйної системи алгебричних рiвнянь, одержуємо
важливий результат.

Теорема 1. Розв’язок крайової задачi (17.1), (17.2):
– iснує та єдиний, якщо Δ �= 0;
– не iснує, якщо Δ = 0 i ранг матрицi U не дорiвнює рангу

розширеної матрицi Ũ ;
– iснує, але не єдиний, якщо Δ = 0 i ранг матрицi U дорiв-

нює рангу матрицi Ũ .

Ранг матрицi U називають рангом крайової задачi (17.1),
(17.2). Однорiдна крайова задача (17.4), (17.3) має лише тривi-
альний розв’язок, якщо ранг матрицi U дорiвнює двом, i безлiч
розв’язкiв, визначених з точнiстю до сталого множника, якщо
ранг матрицi U дорiвнює одиницi.

Приклад 1. Дослiдити на розв’язнiсть крайову задачу
y′′ + y = 0, y(0) = 0, y(a) = y0, a �= 0.
Розв’язання. Загальним розв’язком рiвняння є y = C1 cos x+
+C2 sinx. З крайової умови y(0) = 0 знаходимо C1 = 0, а з умо-
ви y(a) = y0 одержуємо рiвняння C2 sin a = y0. Якщо sin a �= 0,
тобто a �= kπ, k ∈ Z, то C2 = y0

sina i маємо єдиний розв’язок
задачi y = y0

sina · sinx.
Якщо sin a = 0, тобто a = kπ, k ∈ Z, то можливi два випад-

ки. Якщо y0 �= 0, то рiвняння C2 sin a = y0, а значить, i задана
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крайова задача розв’язкiв немає. Якщо y0 = 0, то рiвняння
C2 sin a = y0 перетворюється у тотожнiсть i задана крайова за-
дача має безлiч розв’язкiв вигляду y = C2 sinx, де C2 – довiльна
стала. �

Зауважимо, що крайовi умови можуть мати також грани-
чний вигляд, а числа a або b можуть бути невласними. Можна,
наприклад, розглядати такi крайовi умови:{

α1 lim
x→a

y′(x) + β1 lim
x→a

y(x) = 0,

α2 lim
x→∞ y′(x) + β2 lim

x→∞ y(x) = 0.

Приклад 2. Знайти розв’язок рiвняння Ейлера x2y′′ +
+3xy′−8y = 0, який задовольняє умови y(1) = 1, lim

x→∞ y′(x) = 0.

Розв’язання. Зробимо замiну x = et. Тодi y′x = y′te−t, y′′x2 =
=
(
y′′t2 − y′t

)
e−2t (лекцiя 13). Пiдставляючи цi вирази у рiвнян-

ня, для знаходження функцiї y = y(t) одержуємо лiнiйне одно-
рiдне рiвняння зi сталими коефiцiєнтами y′′ + 2y′ − 8y = 0, за-
гальним розв’язком якого є

y = C1e
−4t + C2e

2t ⇒ y = C1e
−4 lnx + C2e

2 lnx ⇒
y =

C1

x4
+ C2x

2.

Виберемо тепер сталi C1, C2 так, щоб справджувались кра-
йовi умови. З умови y(1) = 1 випливає, що C1+C2 = 1. З умови
lim
x→∞ y′(x) = 0, враховуючи, що y′ = −4C1

/
x5 + 2C2x, знаходи-

мо C2 = 0, а отже, C1 = 1. Таким чином, розв’язком заданої
крайової задачi є функцiя y = 1

/
x4. �

3. Функцiя Ґрiна крайової задачi. Надалi розглядати-
мемо тiльки однорiднi крайовi умови, бо для неоднорiдних кра-
йових умов розв’язок y(x) задачi (17.1), (17.2) можна шукати
у виглядi y(x) = ȳ(x) + z(x), де ȳ(x) – довiльна двiчi неперерв-
но диференцiйовна на вiдрiзку [a, b] функцiя, яка задовольняє
неоднорiднi крайовi умови. Тодi для функцiї z(x) одержимо
крайову задачу з однорiдними крайовими умовами i правою
частиною f(x)− L(ȳ).
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Наприклад, неоднорiднi крайовi умови y(a) = y0, y(b) = y1
за допомогою замiни

z = y − y1 − y0
b− a (x− a)− y0

зводимо до однорiдних крайових умов z(a) = 0, z(b) = 0.
Покажемо, що розв’язок рiвняння (17.1), який задовольняє

однорiднi крайовi умови (17.3), при певних умовах однозначно
виражається через так звану функцiю Ґрiна крайової задачi.
Функцiєю Ґрiна крайової задачi (17.1), (17.3) називають

функцiю G(x, s), яка визначена для довiльних x, s ∈ [a, b] i за-
довольняє такi три умови:

1) для кожного фiксованого s ∈ [a, b] G(x, s) як функцiя
змiнної x на кожному з промiжкiв [a, s) i (s, b] є розв’язком
лiнiйного однорiдного рiвняння (17.4);

2) G(x, s) за змiнною x задовольняє однорiднi крайовi умови
(17.3);

3) G(x, s) – неперервна функцiя для всiх x, s ∈ [a, b], а її
частинна похiдна ∂G

∂x має при x = s розрив першого роду зi
стрибком

∂G(s + 0, s)

∂x
− ∂G(s − 0, s)

∂x
= 1.

Теорема 2. Якщо однорiдна крайова задача (17.4), (17.3)
має лише тривiальний розв’язок, то функцiя Ґрiна неоднорi-
дної крайової задачi (17.1), (17.3) iснує та єдина.
Доведення. Нехай ϕ1(x) – розв’язок рiвняння (17.4) з поча-
тковими умовами y(a) = α1, y′(a) = −β1, а ϕ2(x) – розв’язок
рiвняння (17.4) з початковими умовами y(b) = α2, y′(b) = −β2.
Очевидно, що функцiї ϕ1(x), ϕ2(x) тотожно не дорiвнюють ну-
лю на [a, b], причому ϕ1(x) задовольняє першу крайову умову,
а ϕ2(x) – другу крайову умову з (17.3). Крiм того, цi функцiї
лiнiйно незалежнi на [a, b], бо iнакше ϕ2(x) = Cϕ1(x), C �= 0, i
тодi ϕ2(x) задовольняла б обидвi крайовi умови (17.3), що су-
перечить припущенню про те, що крайова задача (17.4), (17.3)
має лише тривiальний розв’язок. Таким чином, функцiї ϕ1(x) i



210 Роздiл 2. ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI РIВНЯННЯ ВИЩИХ ПОРЯДКIВ

ϕ2(x) утворюють фундаментальну систему розв’язкiв рiвняння
(17.4).

Функцiю Ґрiна G(x, s) крайової задачi (17.1), (17.3) шукає-
мо у виглядi

G(x, s) =

{
c1(s)ϕ1(x), a � x < s,
c2(s)ϕ2(x), s < x � b.

За побудовою функцiй ϕ1(x) i ϕ2(x) функцiя G(x, s) задоволь-
няє пункти 1, 2 означення функцiї Ґрiна. Для виконання пун-
кту 3 цього означення залишається знайти c1(s), c2(s) з системи{

c2(s)ϕ2(s)− c1(s)ϕ1(s) = 0,

c2(s)ϕ
′
2(s)− c1(s)ϕ′

1(s) = 1.
(17.6)

Ця система однозначно розв’язна вiдносно c1(s), c2(s), бо її ви-
значник вiдмiнний вiд нуля на [a, b] (ним є вронскiанW (s) фун-
кцiй ϕ1(s), ϕ2(s)). Остаточно одержуємо:

G(x, s) =

{
ϕ2(s)ϕ1(x)

W (s) , a � x � s,
ϕ1(s)ϕ2(x)

W (s) , s � x � b.
� (17.7)

Функцiю Ґрiна крайової задачi (17.1), (17.3) можна будува-
ти методом, який використовувався при доведеннi теореми 2.

Приклад 3. Побудувати функцiю Ґрiна крайової задачi
y′′ − y′ = f(x), y(0) = 0, y(1) = y′(1).
Розв’язання. Загальним розв’язком вiдповiдного однорiдного
рiвняння y′′ − y′ = 0 є y = C1 + C2e

x. Частинний розв’язок
ϕ1(x) = 1 − ex задовольняє першу крайову умову, а розв’язок
ϕ2(x) = ex – другу. Тому функцiю Ґрiна шукаємо у виглядi

G(x, s) =

{
c1(s)(1− ex), 0 � x < s,

c2(s)e
x, s < x � 1.

(17.8)

Система (17.6) для знаходження функцiй c1(s), c2(s) має
вигляд {

c2(s)e
s − c1(s)(1− es) = 0,

c2(s)e
s + c1(s)e

s = 1.
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Її розв’язком є c1(s) = 1, c2(s) = e−s − 1.
Пiдставляючи знайденi c1(s), c2(s) у (17.8), одержуємо фун-

кцiю Ґрiна заданої крайової задачi:

G(x, s) =

{
1− ex, 0 � x � s,

ex(e−s − 1), s � x � 1.
�

Теорема 3. Якщо однорiдна крайова задача (17.4), (17.3)
має лише тривiальний розв’язок, то розв’язок неоднорiдної
крайової задачi (17.1), (17.3) iснує, єдиний i задається форму-
лою

y(x) =

b∫
a

G(x, s) · f(s)ds, (17.9)

де G(x, s) – функцiя Ґрiна крайової задачi (17.1), (17.3).
Доведення. Запишемо формулу (17.9) у виглядi

y(x) =

x∫
a

G(x, s) · f(s)ds+
b∫
x

G(x, s) · f(s)ds.

На кожному з промiжкiв [a, x) i (x, b] функцiї G(x, s) i ∂G(x,s)
∂x

неперервнi, а тому обидва iнтеграли можна здиференцiювати
за змiнною x 1). Тодi

y′(x) =
x∫
a

∂G(x, s)

∂x
· f(s)ds+G(x, x − 0)f(x) +

+

b∫
x

∂G(x, s)

∂x
· f(s)ds−G(x, x+ 0)f(x).

Оскiльки функцiя G(x, s) неперервна при s = x, то неiнте-
гральнi доданки взаємознищуються, а тому

y′(x) =
x∫
a

∂G(x, s)

∂x
· f(s)ds+

b∫
x

∂G(x, s)

∂x
· f(s)ds. (17.10)

1)Див. виноску на стор. 174.
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Рiвнiсть (17.10) ще один раз здиференцiюємо за змiнною x:

y′′(x) =
x∫
a

∂ 2G(x, s)

∂x2
· f(s)ds+ ∂G(x, x − 0)

∂x
f(x) +

+

b∫
x

∂ 2G(x, s)

∂x2
· f(s)ds− ∂G(x, x + 0)

∂x
f(x) =

=

b∫
a

∂ 2G(x, s)

∂x2
· f(s)ds+

(
∂G(x+ 0, x)

∂x
− ∂G(x − 0, x)

∂x

)
f(x).

Використовуючи пункт 3 з означення функцiї G(x, s), останню
формулу можемо записати у виглядi

y′′(x) =
b∫
a

∂ 2G(x, s)

∂x2
· f(s)ds+ f(x). (17.11)

З формул (17.9) – (17.11), враховуючи властивостi функцiї
G(x, s), одержуємо, що (17.9) – розв’язок крайової задачi (17.1),
(17.3). Цей розв’язок єдиний, бо якщо припустити iснування iн-
шого розв’язку ỹ(x), то функцiя z(x) = y(x)− ỹ(x) буде нетри-
вiальним розв’язком однорiдної крайової задачi, що суперечить
умовi теореми. �
4. Крайовi задачi на власнi значення. Часто виникає

необхiднiсть знайти розв’язки крайової задачi

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = λy, x ∈ (a, b), (17.12){
α1y

′(a) + β1y(a) = 0,
α2y

′(b) + β2y(b) = 0,
(17.13)

де λ – дiйсний або комплексний параметр, функцiї p(x), q(x) –
неперервнi на вiдрiзку [a, b], α2

1 + β21 �= 0, α2
2 + β22 �= 0.

Задачу знаходження значень параметра λ, для яких крайо-
ва задача (17.12), (17.13) має нетривiальнi розв’язки, назива-
ють крайовою задачею на власнi значення.
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Значення параметра λ, для яких крайова задача (17.12),
(17.13) має нетривiальнi розв’язки, називають власними зна-
ченнями, а вiдповiднi їм нетривiальнi розв’язки – власними
функцiями крайової задачi на власнi значення.

Кiлькiсть лiнiйно незалежних розв’язкiв крайової задачi
(17.12), (17.13) для заданого власного значення λ називають
кратнiстю цього власного значення.

Можна довести, що для задачi (17.12), (17.13) справджує-
ться тiльки одне з таких тверджень:

1. Крайова задача (17.12), (17.13) не має власних значень.
2. Крайова задача (17.12), (17.13) має не бiльше зчислен-

ної множини власних значень, якi при цьому не можуть мати
скiнченної граничної точки.

3. Кожне число λ є власним значенням крайової задачi
(17.12), (17.13).

Приклад 4. Знайти власнi значення та власнi функцiї
задачi y′′ = λy, y(0) = 0, y(b) = 0, b �= 0.
Розв’язання. Нехай λ > 0 або λ – комплексне. Тодi задача
не має нетривiальних розв’язкiв, бо, пiдставляючи загальний
розв’язок рiвняння y′′ − λy = 0

y = C1e
√
λx + C2e

−√
λx

у крайовi умови, одержуємо{
C1 + C2 = 0,

C1e
√
λ b + C2e

−√
λ b = 0

⇒ C1 = C2 = 0 ⇒ y(x) ≡ 0.

Нехай λ = 0. Тодi, пiдставляючи загальний розв’язок y =
= C1x+ C2 у крайовi умови, одержуємо{

C2 = 0,
C1b+ C2 = 0

⇒ C1 = C2 = 0 ⇒ y(x) ≡ 0,

тобто i у цьому випадку задача має тiльки тривiальний розв’я-
зок.
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Нехай тепер λ < 0. Тодi загальним розв’язком рiвняння
y′′ − λy = 0 є

y = C1 cos(x
√−λ) + C2 sin(x

√−λ),
а враховуючи крайовi умови, одержуємо:{

C1 = 0,

C1 cos(b
√−λ) +C2 sin(b

√−λ) = 0
⇒

C1 = 0, C2 sin(b
√−λ) = 0.

Якщо y тотожно не дорiвнює нулю, то C2 �= 0 i, отже,
sin(b

√−λ) = 0.
Звiдси маємо формулу для всiх власних значень задачi:

λk = −
(
πk

b

)2

, k = 1, 2, . . .

Їм вiдповiдають власнi функцiї

yk = ck sin
πkx

b
, k = 1, 2, . . . ,

де ck – довiльнi сталi, вiдмiннi вiд нуля. �

Важливим окремим випадком задачi на власнi значення є
задача Штурма – Лiувiлля:(

p(x)y′
)′ − q(x)y + λρ(x)y = 0, x ∈ (a, b),{

α1y
′(a) + β1y(a) = 0,

α2y
′(b) + β2y(b) = 0,

де функцiї p(x), p′(x), q(x), ρ(x) – неперервнi на вiдрiзку [a, b],
p(x) > 0, ρ(x) > 0, x ∈ [a, b], α2

1 + β21 �= 0, α2
2 + β22 �= 0. Деталь-

нiше з задачею Штурма – Лiувiлля, властивостями її власних
значень i власних функцiй можна ознайомитись, наприклад, у
[16, с. 189 – 201].

Рекомендована лiтература: [1, с. 283 – 302], [3, с. 321 –
336], [5, с. 303 – 319], [10, с. 74 – 78], [16, с. 166 – 201].



Лекцiя 17. Крайовi задачi для диференцiальних рiвнянь другого порядку 215

Питання до лекцiї 17

1. Що таке крайовi умови, крайова задача для звичайного ди-
ференцiального рiвняння? Який вигляд мають крайовi умови для
лiнiйного диференцiального рiвняння другого порядку?

2. Чим вiдрiзняються неоднорiднi крайовi умови вiд однорiдних?
Чому, розглядаючи крайову задачу, можна обмежитись однорiдними
крайовими умовами?

3. Яку функцiю називають розв’язком крайової задачi для лiнiй-
ного диференцiального рiвняння другого порядку?

4. Коли розв’язок крайової задачi для лiнiйного диференцiаль-
ного рiвняння другого порядку iснує та єдиний, не iснує, iснує, але
неєдиний?

5. Що таке функцiя Ґрiна крайової задачi? Яка її роль у побудовi
розв’язку неоднорiдної крайової задачi? Коли iснує єдина функцiя
Ґрiна крайової задачi? Як можна побудувати функцiю Ґрiна?

6. Що називають крайовою задачею на власнi значення? Що та-
ке власнi значення, власнi функцiї такої задачi? Як формулюється
задача Штурма – Лiувiлля?

Вправи до лекцiї 17

1. Знайдiть розв’язки крайових задач:

а) y′′ + 9y = 1, y(0) = 0, y′(π) = 1;
б) y′′ − 2y′ − 3y = 0, y(0) = 1, lim

x→+∞ y′(x) = 2.

2. Побудуйте функцiї Ґрiна крайових задач:

а) y′′ + y = f(x), y(0) = 0, y(1) = 0;
б) xy′′ − y′ = f(x), y′(1) = 0, y(2) = 0.

3. Знайдiть власнi значення й власнi функцiї задач:

а) y′′ = λy, y′(0) = 0, y′(b) = 0, b �= 0;

б) x2y′′ +
y

4
= λy, y(1) = 0, y(b) = 0, b �= 1.



216 Роздiл 2. ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI РIВНЯННЯ ВИЩИХ ПОРЯДКIВ

Додаток 2.
Застосування математичного пакета Maple

для iнтегрування звичайних диференцiальних
рiвнянь вищих порядкiв

Приклад 1. Знайти розв’язок задачi Кошi y′′ + y = 0,
y(0) = 1, y′(0) = 0 (приклад 1 лекцiї 10, стор. 124):
> dsolve({(D@@2)(y)(x)+y(x)=0,y(0)=1,D(y)(0)=0},y(x));

y(x) = cos(x).

Приклад 2. Зiнтегрувати диференцiальне рiвняння
y′′ = 2

√
y′ (приклад 2 лекцiї 10, стор. 127):

> dsolve((D@@2)(y)(x)=2*sqrt(D(y)(x)),y(x));

y(x) =
1

3
x3 +_C1 x2 +_C1 2x+_C2 .

Сiм’ю особливих розв’язкiв y = C за допомогою пакета Maple
знайти не вдалось.
Приклад 3. Зiнтегрувати рiвняння y′′′ = sin2 x (приклад 3

лекцiї 10, стор. 129):
> dsolve((D@@3)(y)(x)=sin(x)^2,y(x));

y(x) =
1

16
sin(2x) +

x

8
+
x3

12
+

_C1 x2

2
+_C2 x+_C3 .

Цей розв’язок перепозначенням сталих зводиться до роз-
в’язку, отриманого на стор. 129.
Приклад 4. Знайти розв’язок рiвняння y′′′ = ex

2 , який
задовольняє нульовi початковi умови (приклад 4 лекцiї 10,
стор. 130):
> dsolve({(D@@3)(y)(x)=exp(x^2),y(0)=0,D(y)(0)=0,

(D@@2)(y)(0)=0},y(x),useInt);

y(x) =

∫ x

0

∫ _z1

0

∫ _z1

0
e_z1

2
d_z1 d_z1 d_z1 .
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Опцiя useInt використана для того, щоб розв’язок задачi Ко-
шi був представлений у квадратурах, а не за допомогою спецi-
альних функцiй (такi iнтеграли через елементарнi функцiї не
виражаються).
Приклад 5. Зiнтегрувати неповне диференцiальне рiвнян-

ня x
√

1 + y′′2 = y′′ (приклад 5 лекцiї 10, стор. 132):
> dsolve(x*sqrt(1+(D@@2)(y)(x)^2)=(D@@2)(y)(x),y(x))

assuming x>-1 and x<1;

y(x) = −1

2
arcsin(x)− 1

2
x
√
−x2 + 1 +_C1 x+_C2 .

Тут конструкцiєю assuming x>-1 and x<1 накладено обмеже-
ння на змiнну x, бо, як видно з самого рiвняння, дiйсний розв’я-
зок iснує лише на iнтервалi −1 < x < 1. Без цього обмеження
був би вибраний промiжок |x| > 1 i знайдений комплексний
розв’язок.

Як бачимо, у цьому випадку використано iнший метод,
анiж той, який запропонований на стор. 132: спочатку рiвнян-
ня розв’язано вiдносно y′′, а потiм отримане рiвняння (вигляду
y′′ = f(x)) двiчi зiнтегровано. Це дозволило знайти розв’язок
у явному виглядi, а не у параметричнiй формi.
Приклад 6. Розв’язати задачу про рух матерiальної точки

(задача 1 лекцiї 10). На стор. 133 отримали диференцiальне
рiвняння руху матерiальної точки x′′(t) = k

me
−pt. Зiнтегруємо

це рiвняння, враховуючи початковi умови x(0) = 0, x′(0) = 0:
> dsolve({(D@@2)(x)(t)=k/m*exp(-p*t),x(0)=0,D(x)(0)=0},

x(t));

x(t) =
ke−pt

p2m
+

kt

pm
− k

p2m
.

Приклад 7. Зiнтегрувати неповне рiвняння xy′′′ = y′′−xy′′
(приклад 1 лекцiї 11, стор. 136):
> dsolve(x*(D@@3)(y)(x)=(D@@2)(y)(x)-x*(D@@2)(y)(x),

y(x));

y(x) = (2 + x)_C1 e−x +_C2 x+_C3 .

Приклад 8. Розв’язати задачу про рух матерiальної то-
чки при наявностi опору середовища (задача 1 лекцiї 11). На
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стор. 137 отримали диференцiальне рiвняння руху матерiаль-
ної точки mx′′ + kx′ = A sinωt. Зiнтегруємо це рiвняння, вра-
ховуючи початковi умови x(0) = 0, x′(0) = 0:
> simplify(dsolve({m*(D@@2)(x)(t)+k*D(x)(t)=

A*sin(omega*t),x(0)=0,D(x)(0)=0},x(t)));

x(t) = −
(
k2 cos(ω t)− k2 +m sin(ω t)kω + ω2m2e−

kt
m −ω2m2

)
A

(k2 + ω2m2) k ω
.

Команду simplify використано для спрощення розв’язку.
Приклад 9. Зiнтегрувати неповне рiвняння yy′′ = y′2 − y′3

(приклад 2 лекцiї 11, стор. 139):
> dsolve(y(x)*(D@@2)(y)(x)=D(y)(x)^2-D(y)(x)^3,y(x),

implicit);

y(x) = _C1 , y(x) +_C1 ln(y(x))− x−_C2 = 0.

Перепозначенням сталої C1 := 1/C1 вiдповiдь прикла-
ду 2 зводиться до вiдповiдi, знайденої програмою. Без опцiї
implicit програма знайшла б розв’язок у явному виглядi, але
через спецiальнi функцiї, вивчення яких не передбачене про-
грамою навчальної дисциплiни «Диференцiальнi рiвняння».
Приклад 10. Зiнтегрувати однорiдне рiвняння yy′′ − y′2 −

− 30
√
xy2 = 0 (приклад 3 лекцiї 11, стор. 141):

> dsolve(y(x)*(D@@2)(y)(x)-D(y)(x)^2-30*sqrt(x)*y(x)^2=
0,y(x));

y(x) = 0, y(x) =

(
ex

5/2
)8

_C2

e_C1 x
.

Наведено також розв’язок y = 0, який, очевидно, є частинним.
Приклад 11. Зiнтегрувати рiвняння другого порядку в то-

чних похiдних
xy′′ − y′
x2

− yy′ = 0

(приклад 4 лекцiї 11, стор. 142):
> dsolve((x*(D@@2)(y)(x)-D(y)(x))/x^2-y(x)*D(y)(x)=0,

y(x));
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y(x) = − tanh

(
1

4
_C1

√
2x2 +

1

2
_C1

√
2_C2

)
_C1

√
2.

Пропонуємо читачам самостiйно переконатись, що знайдений
програмою розв’язок є неповним. Функцiя tanh позначає гi-
перболiчний тангенс, тобто

thx =
shx

ch x
=
ex − e−x
ex + e−x

.

Приклад 12. Зiнтегрувати неповне рiвняння yy′′− y′2 = y′

(приклад 5 лекцiї 11, стор. 143):
> dsolve(y(x)*(D@@2)(y)(x)-D(y)(x)^2=D(y)(x),y(x));

y(x) =
e_C1 xe_C2_C1 + 1

_C1
.

Розв’язки y = −x+ C i y = 0 пакетом Maple не знайденi.
Знайдемо також iнтегрувальний множник цього рiвняння:

> DEtools[intfactor](y(x)*(D@@2)(y)(x)-D(y)(x)^2=
D(y)(x));

1

y(x)2
,

1(
d
dxy(x) + 1

)
y(x)

.

Приклад 13. Побудувати диференцiальне рiвняння, яке
має фундаментальну систему розв’язкiв y1(x) = x2, y2(x) =
= x− 1 (приклад 1 лекцiї 12, стор. 155).

Для цього використаємо команди wronskian i det пакета
linalg:
> linalg[wronskian]([x^2,x-1,y(x)],x);⎡⎢⎢⎣

x2 x− 1 y(x)

2x 1 d
dxy(x)

2 0 d2

dx2
y(x)

⎤⎥⎥⎦,
> linalg[det](%)=0;

−x2 d
2

dx2
y(x)+2x

d2

dx2
y(x)+2

(
d

dx
y(x)

)
x−2

d

dx
y(x)−2 y(x) = 0.
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Приклад 14. Зiнтегрувати лiнiйне однорiдне рiвняння зi
сталими коефiцiєнтами y′′ − 4y′ + 3y = 0 (приклад 1 лекцiї 13,
стор. 160):
> dsolve((D@@2)(y)(x)-4*D(y)(x)+3*y(x)=0,y(x));

y(x) = _C1 ex +_C2 e3x.

Приклад 15. Зiнтегрувати рiвняння y′′′ − 5y′′ − 6y′ = 0
(приклад 2 лекцiї 13, стор. 160):
> dsolve((D@@3)(y)(x)-5*(D@@2)(y)(x)-6*D(y)(x)=0,y(x));

y(x) = _C1 +_C2 e−x +_C3 e6x.

Приклад 16. Зiнтегрувати рiвняння

yIV − 6y′′′ + 12y′′ + 6y′ − 13y = 0

(приклад 3 лекцiї 13, стор. 161):
> dsolve((D@@4)(y)(x)-6*(D@@3)(y)(x)+12*(D@@2)(y)(x)+

6*D(y)(x)-13*y(x)=0,y(x));

y(x) = _C1 ex +_C2 e−x +_C3 e3x sin(2x) +_C4 e3x cos(2x).

Приклад 17. Зiнтегрувати рiвняння y′′′ +3y′′ +3y′ + y = 0
(приклад 5 лекцiї 13, стор. 163):
> dsolve((D@@3)(y)(x)+3*(D@@2)(y)(x)+3*D(y)(x)+y(x)=0,

y(x));

y(x) = _C1 e−x +_C2 e−xx+_C3 e−xx2.

Приклад 18. Зiнтегрувати рiвняння

yV − yIV + 8y′′′ − 8y′′ + 16y′ − 16y = 0

(приклад 6 лекцiї 13, стор. 163):
> dsolve((D@@5)(y)(x)-(D@@4)(y)(x)+8*(D@@3)(y)(x)-

8*(D@@2)(y)(x)+16*D(y)(x)-16*y(x)=0,y(x));

y(x) = _C1 ex +_C2 sin(2x) +_C3 cos(2x) +

+_C4 sin(2x)x +_C5 cos(2x)x.
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Приклад 19. Зiнтегрувати рiвняння Ейлера

x2y′′ − 3xy′ + 3y = 0

(приклад 7 лекцiї 13, стор. 164):
> dsolve(x^2*(D@@2)(y)(x)-3*x*D(y)(x)+3*y(x)=0,y(x));

y(x) = _C1 x+_C2 x3.

Приклад 20. Зiнтегрувати рiвняння Чебишова

(1− x2)y′′ − xy′ + n2y = 0

(лекцiя 13, стор. 165):
> dsolve((1-x^2)*(D@@2)(y)(x)-x*D(y)(x)+n^2*y(x)=0,

y(x));

y(x) = _C1 sin
(
n arcsin(x)

)
+_C2 cos

(
n arcsin(x)

)
.

Приклад 21. Зiнтегрувати рiвняння Бесселя

x2y′′ + xy′ + (x2 − 1/4)y = 0

(лекцiя 13, стор. 166):
> dsolve(x^2*(D@@2)(y)(x)+x*D(y)(x)+(x^2-1/4)*y(x)=0,

y(x));

y(x) =
_C1 sin(x)√

x
+

_C2 cos(x)√
x

.

Приклад 22. Зiнтегрувати лiнiйне неоднорiдне рiвняння
зi сталими коефiцiєнтами y′′ + y = x (приклад 1 лекцiї 14,
стор. 172):
> dsolve((D@@2)(y)(x)+y(x)=x,y(x));

y(x) = sin(x)_C2 + cos(x)_C1 + x.

Приклад 23. Зiнтегрувати рiвняння y′′′ − 2y′′ = x2 − ex

(приклад 3 лекцiї 14, стор. 180):
> dsolve((D@@3)(y)(x)-2*(D@@2)(y)(x)=x^2-exp(x),y(x));

y(x) = −x
4

24
− x3

12
+ ex +

1

4
e2x_C1 − x2

8
+_C2 x+_C3 .
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Приклад 24. Знайти загальний розв’язок лiнiйного одно-
рiдного рiвняння другого порядку зi змiнними коефiцiєнтами
xy′′ + 2y′ + xy = 0 (приклади 1 i 4 лекцiї 15, стор. 184, 190):
> dsolve(x*(D@@2)(y)(x)+2*D(y)(x)+x*y(x),y(x));

y(x) =
_C1 sin(x)

x
+

_C2 cos(x)

x
.

Приклад 25. Зiнтегрувати лiнiйне однорiдне рiвняння зi
змiнними коефiцiєнтами (x2 + 1)y′′ − 2xy′ + 2y = 0 (приклад 2
лекцiї 15, стор. 185):
> dsolve((x^2+1)*(D@@2)(y)(x)-2*x*D(y)(x)+2*y(x)=0,

y(x));
y(x) = _C1 x+_C2 (x2 − 1).

Приклад 26. Зiнтегрувати за допомогою степеневих рядiв
лiнiйне рiвняння y′′ + xy = 0 (приклад 3 лекцiї 15, стор. 188):
> dsolve((D@@2)(y)(x)+x*y(x)=0,y(x),type=series);

y(x) = y(0) +D(y)(0)x − 1

6
y(0)x3 − 1

12
D(y)(0)x4 +O

(
x6
)
.

Вирази y(0) i D(y)(0) означають значення функцiї y(x) та її
похiдної в точцi x = 0, тобто виконують роль довiльних ста-
лих, а сам розв’язок заданий лише кiлькома першими членами
степеневого ряду (до x5). Знайдемо ще розв’язки задач Кошi
y′′ + xy = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0 i y′′ + xy = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1
за допомогою степеневих рядiв, але з точнiстю до x14:
> Order:=15:dsolve({(D@@2)(y)(x)+x*y(x)=0,y(0)=1,

D(y)(0)=0},y(x),type=series);

y(x) = 1− 1

6
x3 +

1

180
x6 − 1

12960
x9 +

1

1710720
x12 +O

(
x15

)
, (1)

> dsolve({(D@@2)(y)(x)+x*y(x)=0,y(0)=0,
D(y)(0)=1},y(x),type=series);

y(x) = x− 1

12
x4+

1

504
x7− 1

45360
x10+

1

7076160
x13+O

(
x15

)
. (2)
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Тут спочатку системнiй змiннiй Order присвоєно число, яке ви-
значає точнiсть наближення розв’язку. Легко бачити, що отри-
мано по п’ять перших членiв рядiв (15.11) i (15.12) вiдповiдно.
Зрозумiло, що формули (1) i (2) дають коректне наближення
розв’язку лише в околi точки x = 0.

Додатково побудуємо графiк розв’язку першої задачi Кошi.
Це можна зробити, побудувавши графiк функцiї (1), але для
значень x, якi суттєво вiдрiзняються вiд 0, його поведiнка не
вiдповiдатиме справжнiй (команда plot описана на стор. 337):
> plot(1-1/6*x^3+1/180*x^6-1/12960*x^9+1/1710720*x^12,

x=-2.3..4.2,scaling=constrained);

Рис. 1

Тому краще побудувати графiк, знайшовши спочатку на-
ближений розв’язок заданої задачi Кошi числовими метода-
ми (для цього використовуємо опцiю type=numeric команди
dsolve. Для побудови самого графiка призначена команда
odeplot пакета plots (стор. 338):
> F:=dsolve({(D@@2)(y)(x)+x*y(x)=0,y(0)=1,D(y)(0)=0},

y(x),type=numeric);

F := proc(x_rkf45 ) . . . end proc
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> plots[odeplot](F,x=-2.3..15,numpoints=200,scaling=
constrained);

Рис. 2

Приклад 27. Розв’язати крайову задачу y′′ + y = 0,
y(0) = 0, y(a) = y0, a �= 0 (приклад 1 лекцiї 17, стор. 207):
> dsolve({(D@@2)(y)(x)+y(x)=0,y(0)=0,y(a)=y0},y(x));

y(x) =
y0 sin(x)

sin(a)
.

Випадок, коли sin a = 0, залишився поза увагою пакета Maple.
Приклад 28. Знайти розв’язок крайової задачi

x2y′′ + 3xy′ − 8y = 0, y(1) = 1, lim
x→∞ y′(x) = 0

(приклад 2 лекцiї 17, стор. 208):
> dsolve({x^2*(D@@2)(y)(x)+3*x*D(y)(x)-8*y(x)=0,y(1)=1,

D(y)(infinity)=0},y(x));

y(x) =
1

x4
.

Iншi приклади застосування математичного пакета Maple
для iнтегрування звичайних диференцiальних рiвнянь можна
знайти в [9, 12, 18]. Пропонуємо читачам самостiйно зiнтегрува-
ти диференцiальнi рiвняння, наведенi пiсля кожної лекцiї роз-
дiлу 2.
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Роздiл 3.
СИСТЕМИ ЗВИЧАЙНИХ

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

Лекцiя 18. Системи звичайних
диференцiальних рiвнянь (загальна теорiя)

План

1. Основнi означення й поняття.
2. Механiчне тлумачення нормальної системи та її розв’яз-

кiв.
3. Зведення диференцiального рiвняння n-го порядку до

нормальної системи й обернена задача.
4. Лiнiйнi однорiднi системи.

1. Основнi означення й поняття. Багато прикладних за-
дач приводять до необхiдностi визначити вiдразу декiлька не-
вiдомих функцiй з певної кiлькостi диференцiальних рiвнянь,
тобто знайти розв’язок системи диференцiальних рiвнянь.

Сукупнiсть спiввiдношень вигляду⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
F1 (x, y1, y2, . . . , yn, y

′
1, y

′
2, . . . , y

′
n) = 0,

F2 (x, y1, y2, . . . , yn, y
′
1, y

′
2, . . . , y

′
n) = 0,

· · · · · · · · ·
Fn (x, y1, y2, . . . , yn, y

′
1, y

′
2, . . . , y

′
n) = 0,

(18.1)

де y1, y2, . . . , yn – шуканi функцiї незалежної змiнної x, нази-
вають системою звичайних диференцiальних рiвнянь
першого порядку.

Якщо (18.1) можна розв’язати вiдносно похiдних усiх фун-
кцiй, то одержимо систему⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

y′1 = f1(x, y1, y2, . . . , yn),
y′2 = f2(x, y1, y2, . . . , yn),

· · · · · · · · ·
y′n = fn(x, y1, y2, . . . , yn),

(18.2)
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яку називають нормальною.
Розв’язком системи (18.2) на деякому iнтервалi (a, b)

називають впорядковану сукупнiсть функцiй

y1 = y1(x), y2 = y2(x), . . . , yn = yn(x), (18.3)

визначених i неперервно диференцiйовних на цьому iнтервалi,
якщо вона кожне рiвняння системи (18.2) перетворює у тото-
жнiсть, яка справджується для всiх значень x ∈ (a, b). Криву
в (n+1)-вимiрному просторi (x, y1, y2, . . . , yn), яка вiдповiдає
розв’язку (18.3), називають iнтегральною кривою системи
(18.2).
Задача Кошi для системи (18.2) формулюється так: се-

ред усiх розв’язкiв цiєї системи знайти розв’язок (18.3), який
задовольняє умови

y1(x0) = y10, y2(x0) = y20, . . . , yn(x0) = yn0, (18.4)

де x= x0 – деяка точка з iнтервалу (a, b), а y10, y20, . . . , yn0 –
довiльнi заданi дiйснi числа (їх називають початковими да-
ними розв’язку). Сукупнiсть чисел x0, y10, y20, . . . , yn0 з умов
(18.4) називають початковими даними системи (18.2), а
самi умови (18.4) – початковими умовами системи (18.2).

З геометричної точки зору задача Кошi полягає у вiдшукан-
нi серед усiх iнтегральних кривих системи (18.2) такої кривої,
яка проходить через задану точку (x0, y10, y20, . . . , yn0) про-
стору Rn+1.

Виявляється, що для iснування неперервно диференцiйов-
ного розв’язку задачi Кошi (18.2), (18.4) досить припустити,
щоб правi частини системи (18.2) були неперервними в деяко-
му околi початкових даних (теорема Пеано). Наступна тео-
рема гарантує iснування єдиного розв’язку задачi Кошi (18.2),
(18.4) (доведення цiєї теореми можна знайти, наприклад, в [7,
с. 93 – 99]).

Теорема (Кошi). Нехай правi частини системи (18.2) ви-
значенi в (n + 1)-вимiрному паралелепiпедi

G={(x, y1, y2, . . . , yn) : |x−x0|� a, |yj−yj0|� b, j = 1, 2, . . . , n}
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i задовольняють у ньому такi умови:
1) функцiї fj(x, y1, y2, . . . , yn) неперервнi, а, отже, й обме-

женi, тобто |fj(x, y1, y2, . . . , yn)| �M, j = 1, 2, . . . , n, M > 0;

2) частиннi похiднi ∂fj
∂yk

, j, k = 1, 2, . . . , n, iснують та обме-
женi.
Тодi задача Кошi (18.2), (18.4) має єдиний розв’язок принаймнi
на вiдрiзку |x− x0| � h, де h = min (a, b/M) .

Нехай G – це область простору змiни змiнних x, y1, . . . , yn,
у кожнiй точцi якої задача Кошi (18.2), (18.4) має єдиний роз-
в’язок. Сукупнiсть функцiй

yj = ϕj(x,C1, C2, . . . , Cn), j = 1, 2, . . . , n, (18.5)

якi визначенi в деякiй областi змiни x, C1, C2, . . . , Cn i мають
неперервнi частиннi похiднi за змiнною x, називають загаль-
ним розв’язком системи (18.2) в областi G, якщо:

1) систему (18.5) можна розв’язати в областi G вiдносно
довiльних сталих C1, C2, . . . , Cn, тобто

Cj = ψj(x, y1, y2, . . . , yn), j = 1, 2, . . . , n; (18.6)

2) для всiх значень (x, y1, . . . , yn) ∈ G формули (18.6) ви-
значають такi значення C1, C2, . . . , Cn, для яких сукупнiсть
функцiй (18.5) є розв’язком системи (18.2).

Розв’язок системи (18.2), у кожнiй точцi якого виконує-
ться умова єдиностi розв’язку задачi Кошi, називають ча-
стинним. З означення загального розв’язку випливає, що всi
розв’язки, якi утворюються з нього для конкретних значень
сталих C1, C2, . . . , Cn, є частинними. Розв’язок системи, у ко-
жнiй точцi якого порушується умова єдиностi розв’язку задачi
Кошi для цiєї системи, називають особливим.

Неперервно диференцiйовну функцiю ψ(x, y1, y2, . . . , yn),
тотожно вiдмiнну вiд сталої, називають iнтегралом системи
(18.2), якщо вона тотожно перетворюється у сталу вздовж до-
вiльного частинного розв’язку цiєї системи. Тодi dψ = 0 вна-
слiдок системи (18.2), тобто

dψ =
∂ψ

∂x
dx+

∂ψ

∂y1
dy1 + . . . +

∂ψ

∂yn
dyn =
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=
∂ψ

∂x
dx+

∂ψ

∂y1
f1 dx+ . . . +

∂ψ

∂yn
fn dx ≡ 0.

Рiвнiсть ψ(x, y1, y2, . . . , yn) = C, де C – довiльна стала, на-
зивають першим iнтегралом системи (18.2). Наприклад, ко-
жна з рiвностей (18.6) є першим iнтегралом системи (18.2).

Сукупнiсть n перших iнтегралiв системи (18.2)

ψj(x, y1, y2, . . . , yn) = Cj, j = 1, 2, . . . , n,

називають загальним iнтегралом цiєї системи, якщо iнте-
грали ψ1, ψ2, . . . , ψn є незалежними, тобто мiж ψ1, ψ2, . . . ,
ψn не iснує спiввiдношення вигляду F (ψ1, ψ2, . . . , ψn) = 0 для
жодної функцiї F . З математичного аналiзу вiдомо, що для
незалежностi в областi G функцiй ψ1, ψ2,. . . , ψn, якi мають ча-
стиннi похiднi ∂ψj∂yk

, j, k = 1, 2, . . . , n, необхiдно i достатньо, щоб
в областi G ∣∣∣∣∣∣∣

∂ψ1

∂y1
· · · ∂ψ1

∂yn

· · · · · · · · ·
∂ψn
∂y1

· · · ∂ψn
∂yn

∣∣∣∣∣∣∣ �= 0.

Можна показати, що нормальна система n рiвнянь не може
мати бiльше, нiж n незалежних iнтегралiв системи (18.2).

Будь-якi n перших iнтегралiв називають незалежними,
якщо вiдповiднi їм iнтеграли незалежнi. Отже, задача побудови
загального iнтеграла системи буде розв’язаною, якщо знайдено
n незалежних перших iнтегралiв.

Загального способу знаходження перших iнтегралiв не
iснує. Однак у багатьох випадках вдається знайти перший iн-
теграл шляхом деяких перетворень системи, у результатi чого
отримується диференцiальне рiвняння, яке легко iнтегрується.
Кожне таке рiвняння називають iнтегровною комбiнацi-
єю. Кожна iнтегровна комбiнацiя породжує перший iнтеграл.
Однак серед них можуть виявитись i залежнi iнтеграли, а то-
му, одержуючи новий перший iнтеграл, потрiбно перевiрити,
чи буде вiд незалежним з ранiше отриманими.
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Приклад 1. Зiнтегрувати систему1){
y′ = z(y − z)−2,
z′ = y(y − z)−2.

Розв’язання. Подiливши перше рiвняння системи на друге,
одержуємо iнтегровну комбiнацiю dy

dz = z
y , звiдки, вiдокремлю-

ючи змiннi, знаходимо

dy

dz
=
z

y
⇒ ydy − zdz = 0 ⇒
y2 − z2 = C1. (18.7)

Вiднiмаючи вiд другого рiвняння заданої системи перше,
одержимо ще одну iнтегровну комбiнацiю d(z−y)

dx = −1
z−y , звiдки

(z − y)2 = −2x+ C2. (18.8)

Кожне iз спiввiдношень (18.7), (18.8) є першим iнтегралом,
а оскiльки вони є незалежними (у цьому пропонуємо переко-
натися самостiйно), то їх сукупнiсть є загальним iнтегралом
системи.
Вiдповiдь: y2 − z2 = C1, (z − y)2 = −2x+ C2.

2. Механiчне тлумачення нормальної системи та її
розв’язкiв. Нормальнiй системi (18.2) та її розв’язкам можна
надати простого механiчного змiсту. Розглянемо систему⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

x′1 = f1(t, x1, x2, . . . , xn),
x′2 = f2(t, x1, x2, . . . , xn),

. . . . . . . . .
x′n = fn(t, x1, x2, . . . , xn),

(18.9)

де t – час, x1, x2, . . . , xn – координати точки n-вимiрного про-
стору. Цей простiр називають фазовим. Для n = 1 фазовим
простором є вiсь t (фазова пряма), для n = 2 – площина (t, x),
яку називають фазовою.

1)Якщо у системi двi невiдомi функцiї, то позначатимемо їх через y, z.
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Кожний розв’язок (iнтегральна крива)

x1 = x1(t), x2 = x2(t), . . . , xn = xn(t) (18.10)

системи (18.9) виражає закон руху точки у фазовому просто-
рi. Тому розв’язок (18.10) називатимемо рухом у n-вимiрному
просторi Rn, визначеним системою (18.9), а криву, яку описує
рухома точка у фазовому просторi, – траєкторiєю руху або
фазовою траєкторiєю.

Лiвi частини системи (18.9) є складовими (за осями коорди-
нат) швидкостi руху точки, тому кажуть, що ця система задає
поле швидкостей рухiв, тобто точка може проходити у момент
часу t через положення (x1, x2, . . . , xn) тiльки з заданою швид-
кiстю.

Якщо швидкiсть, з якою точка проходить через положен-
ня (x1, x2, . . . , xn), не залежить вiд моменту часу проходження,
тобто система (18.9) має вигляд⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

x′1 = f1(x1, x2, . . . , xn),
x′2 = f2(x1, x2, . . . , xn),

. . . . . . . . .
x′n = fn(x1, x2, . . . , xn),

(18.11)

то її називають автономною (стацiонарною), а рух, що
описуються такою системою, – усталеним.

Якщо у деякiй точцi (x10, x20, . . . , xn0) правi частини си-
стеми (18.11) дорiвнюють нулю для всiх значень часу t, тоб-
то fj(t, x10, x20, . . . , xn0) ≡ 0, j = 1, 2, . . . , n, то ця система має
розв’язок

x1 ≡ x10, x2 ≡ x20, . . . , xn ≡ xn0, (18.12)

адже, пiдставляючи його в (18.9), одержимо тотожностi. Рух
(18.12) називають станом спокою. Траєкторiєю цього руху є
точка (x10, x20, . . . , xn0), яку називатимемо точкою спокою.
Задача Кошi для системи (18.9) полягає у знаходженнi

руху (18.10), який задовольняє початковi умови

x1(t0) = x10, x2(t0) = x20, . . . , xn(t0) = xn0,
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де t0, x10, x20, . . . , xn0 – заданi числа (початковi данi),
тобто шукається такий рух (18.10), при якому рухома точка
знаходиться у заданiй точцi (x10, x20, . . . , xn0) фазового про-
стору у заданий момент часу t. При цьому (x10, x20, . . . , xn0)
називають початковою точкою руху (18.10). Зауважимо,
що якщо початковою точкою руху (18.10) є точка спокою
(x10, x20, . . . , xn0), то одним з розв’язкiв задачi Кошi буде стан
спокою (18.12).

Системи диференцiальних рiвнянь є моделями рiзноманi-
тних прикладних задач. Розглянемо одну з них.

Задача 1. Визначити траєкторiю руху гарматного сна-
ряду, який вилiтає з початковою швидкiстю v0 пiд кутом α
до горизонту. Опiр повiтря пропорцiйний швидкостi руху.
Розв’язання. Складемо диференцiальну модель цiєї зада-
чi. За початок координат вiзьмемо точку вильоту снаряда
(рис. 18.1). На снаряд дiє сила ваги P = mg, складова якої на
осi x дорiвнює нулю, бо сила перпендикулярна до цiєї осi. То-
дi диференцiальними рiвняннями руху вздовж координатних
осей є

m
d2x

dt2
= −mkdx

dt
, m

d2y

dt2
= −mg −mkdy

dt
.

O

y

x

α

mg
�v0

Рис. 18.1

Якщо знехтувати опором повiтря, то цi рiвняння пiсля ско-
рочення на m матимуть вигляд:

d2x

dt2
= 0,

d2y

dt2
= −g. (18.13)
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Отже, задача звелася до iнтегрування системи двох ди-
ференцiальних рiвнянь. Iнтегруючи кожне рiвняння системи
(18.13), одержуємо:

vx ≡ dx

dt
= C1, vy ≡ dy

dt
= −gt+ C2, (18.14)

де vx, vy – складовi швидкостi v = v(x, y) на осях. У початковий
момент часу t0 = 0 компонентами швидкостi є vx = v0 cosα,
vy = v0 sinα, а отже, C1 = v0 cosα, C2 = v0 sinα. Враховуючи
цi формули, з (18.14) знаходимо

x = v0t cosα+ C3, y = −gt2/2 + v0t sinα+ C4,

але оскiльки x(0) = y(0) = 0, то C3 = C4 = 0. Остаточно маємо

x = v0t cosα, y = −gt2/2 + v0t sinα.

Виключаючи звiдси t, одержуємо траєкторiю руху – параболу

y = − gx2

2v20 cos
2α

+ x tgα.

Дальнiсть x1 польоту снаряда знайдемо з рiвняння y = 0:

x tgα− gx2

2v20 cos
2α

= 0 ⇒ x1 =
v20 sin 2α

g
.

Максимальною дальнiсть польоту буде тодi, коли sin 2α = 1,
звiдки знаходимо вiдповiдний кут вильоту α = π/4. �

3. Зведення диференцiального рiвняння n-го поряд-
ку до нормальної системи й обернена задача. Диферен-
цiальне рiвняння n-го порядку

y(n) = f
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
(18.15)

завжди можна звести до нормальної системи n диференцiаль-
них рiвнянь. Для цього позначимо

y = y1, y′ = y2, y′′ = y3, . . . , y(n−1) = yn.
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Тодi

y′1 = y′ = y2, y′2 = y′′ = y3, . . . , y′n−1 = y(n−1) = yn,

y′n = y(n) = f (x, y1, y2, . . . , yn),

тобто функцiї y1, y2, . . . , yn задовольняють нормальну систему
диференцiальних рiвнянь⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

y′1 = y2,
y′2 = y3,
. . .

y′n−1 = yn,
y′n = f(x, y1, y2, . . . , yn).

(18.16)

Зведення одного диференцiального рiвняння n-го порядку
(18.15), розв’язаного вiдносно старшої похiдної, до рiвносиль-
ної нормальної системи (18.16) у багатьох випадках спрощує
задачу знаходження загального розв’язку або розв’язку задачi
Кошi.

Розглянемо обернену задачу, тобто задачу про зведення
нормальної системи (18.2), у якiй fj – (n − 1) разiв диферен-
цiйовнi функцiї, до одного диференцiального рiвняння. Для
цього послiдовно здиференцiюємо (n − 1) разiв одне з рiвнянь
системи (18.2) (наприклад, перше), замiнюючи пiсля кожно-
го диференцiювання похiднi y′1, y′2, . . . , y′n виразами для них з
системи (18.2), i виключимо з першого рiвняння цiєї системи i
отриманих (n−1)-го рiвняння функцiї y2, y3, . . . , yn. При цьому
для знаходження функцiї y1 одержимо рiвняння n-го порядку
вигляду

y
(n)
1 = f

(
x, y1, y

′
1, . . . , y

(n−1)
1

)
,

i якщо вдасться знайти його загальний розв’язок, то функцiї
y2, y3, . . . , yn знайдуться без квадратур.

Метод розв’язування нормальної системи рiвнянь зведен-
ням її до одного диференцiального рiвняння, розв’язаного вiд-
носно старшої похiдної, називають методом виключення.
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У деяких випадках зведення нормальної системи до одного
рiвняння можна здiйснювати з вiдхиленням вiд описаної за-
гальної схеми.

Приклад 2. Зiнтегрувати систему{
y′ = y + z,
z′ = 3z − y.

Розв’язання. З першого рiвняння виразимо z через y i пiд-
ставимо у друге рiвняння системи:

z = y′ − y ⇒ (
y′ − y)′ = 3

(
y′ − y)− y ⇒

y′′ − 4y′ + 4y = 0 ⇒ y = C1e
2x + C2xe

2x.

Тепер, враховуючи, що z = y′ − y, знаходимо функцiю z:

z =
(
C1e

2x + C2xe
2x
)′ − (

C1e
2x + C2xe

2x
)
=

= (C1 + C2)e
2x + C2xe

2x.

Вiдповiдь: y = C1e
2x +C2xe

2x, z = (C1 + C2)e
2x + C2xe

2x.

Приклад 3. Зiнтегрувати систему⎧⎨⎩
y′1 = y1 + 2y2 + 2y3,
y′2 = −y2 − 2y3,
y′3 = y2 + y3.

Розв’язання. Здиференцiюємо перше рiвняння системи i пiд-
ставимо замiсть y′1, y′2, y′3 вiдповiднi вирази iз заданої системи:

y′′1 = y′1 + 2y′2 + 2y′3 = y1 + 2y2 + 2y3 +

+ 2(−y2 − 2y3) + 2(y2 + y3) = y1 + 2y2.

Диференцiюючи отримане спiввiдношення i знову використо-
вуючи рiвняння системи, одержуємо спiввiдношення

y′′′1 = y′1 + 2y′2 = y1 + 2y2 + 2y3 + 2(−y2 − 2y3) = y1 − 2y3.
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Тепер iз системи ⎧⎨⎩
y′1 = y1 + 2y2 + 2y3,
y′′1 = y1 + 2y2,
y′′′1 = y1 − 2y3

виключимо y2 i y3. З другого i третього рiвнянь знаходимо

y2 =
1

2
(y′′1 − y1), y3 =

1

2
(y1 − y′′′1 ).

Пiдставляючи обидва вирази у перше рiвняння системи, одер-
жуємо диференцiальне рiвняння y′′′1 − y′′1 + y′1 − y1 = 0, загаль-
ним розв’язком якого є y1 = C1e

x+C2 cos x+C3 sinx. Тодi y2 =
= −C2 cos x−C3 sinx, y3 =

1
2

(
C2(cos x−sinx)+C3(cos x+sinx)

)
.

Вiдповiдь: y1 = C1e
x + C2 cosx + C3 sinx, y2 = −C2 cos x −

− C3 sinx, y3 = 1
2

(
C2(cos x− sinx) + C3(cos x+ sinx)

)
.

Потрiбно мати на увазi, що при розв’язуваннi систем (як i
рiвнянь) вiдповiдь може бути записана у рiзнiй формi, причому
її можна звести вiд одного до iншого вигляду перепозначенням
сталих.

4. Лiнiйнi однорiднi системи. Лiнiйною системою ди-
ференцiальних рiвнянь першого порядку називають систему⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

y′1 = p11(x)y1 + p12(x)y2 + . . .+ p1n(x)yn + f1(x),
y′2 = p21(x)y1 + p22(x)y2 + . . .+ p2n(x)yn + f2(x),

· · · · · · · · ·
y′n = pn1(x)y1 + pn2(x)y2 + . . .+ pnn(x)yn + fn(x),

(18.17)

яку скорочено можна записати у виглядi

y′k =
n∑
j=1

pkj(x)yj + fk(x), k = 1, 2, . . . , n.

Вважатимемо, що всi функцiї pkj(x) (коефiцiєнти систе-
ми), а також fk(x) неперервнi на деякому iнтервалi (a, b). То-
дi згiдно з теоремою Кошi (п. 1) система (18.17) має єдиний
розв’язок (18.3), який задовольняє початковi умови (18.4). Цей
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розв’язок буде визначений на деякому вiдрiзку [a1, b1] ⊂ (a, b).
Особливих розв’язкiв система (18.17) не має.

Якщо на iнтервалi (a, b) всi fk(x) ≡ 0, то систему (18.17)
називають лiнiйною однорiдною. Вона має вигляд

y′k =
n∑
j=1

pkj(x)yj, k = 1, 2, . . . , n. (18.18)

Якщо у системi (18.17) не всi функцiї fk(x) тотожно дорiвню-
ють нулю, то її називають лiнiйною неоднорiдною.

Очевидно, лiнiйна однорiдна система має нульовий розв’я-
зок y1 = 0, y2 = 0, . . . , yn = 0, який називають тривiальним.

Розв’язки лiнiйної однорiдної системи (18.18) мають деякi
характернi властивостi, якi аналогiчнi до вiдповiдних власти-
востей розв’язкiв лiнiйного однорiдного рiвняння n-го порядку
(лекцiя 12, п. 2).

Властивiсть 1. Якщо y1 = ϕ1(x), y2 = ϕ2(x), . . . , yn =
= ϕn(x) – розв’язок однорiдної системи (18.18), то

y1 = Cϕ1(x), y2 = Cϕ2(x), . . . , yn = Cϕn(x),

де C – довiльна стала, також є розв’язком цiєї системи.

Властивiсть 2.Якщо задано m розв’язкiв системи (18.18):

1-й розв’язок : y11, y12, . . . , y1n,
2-й розв’язок : y21, y22, . . . , y2n,

· · · · · · · · ·
m-й розв’язок : ym1, ym2, . . . , ymn,

то їх лiнiйна комбiнацiя з довiльними сталими C1, C2, . . . , Cm

y1 = C1y11 + C2y21 + . . .+ Cmym1,
y2 = C1y12 + C2y22 + . . .+ Cmym2,

· · · · · · · · ·
yn = C1y1n + C2y2n + . . .+ Cmymn,

або, скорочено,

yk =
m∑
i=1

Ciyik, k = 1, 2, . . . , n, (18.19)
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також є розв’язком системи (18.18).
Доведення. Пiдставляючи (18.19) в (18.18), одержуємо(

m∑
i=1

Ciyik

)′
=

n∑
j=1

pkj(x)

(
m∑
i=1

Ciyij

)
⇒

m∑
i=1

Ciy
′
ik =

m∑
i=1

Ci

n∑
j=1

pkj(x)yij, k = 1, 2, . . . , n.

Доведення властивостi випливає з тотожностей

y′ik ≡
n∑
j=1

pkj(x)yij(x), k = 1, 2, . . . , n, i = 1, 2, . . . ,m,

якi одержуємо, пiдставляючи i-й розв’язок у систему (18.18). �
Рекомендована лiтература: [1, с. 115 – 118, 134 – 135],

[5, с. 322 – 340], [7, с. 93 – 99, 164 – 179], [13, с. 109 – 112, 131 –
152], [16, с. 18 – 22, 65 – 70, 91 – 92].

Питання до лекцiї 18

1. Який загальний вигляд має система звичайних диференцiаль-
них рiвнянь першого порядку? Що називають розв’язком цiєї систе-
ми на деякому iнтервалi?

2. Який вигляд має нормальна система диференцiальних рiвнянь
першого порядку? Як формулюється задача Кошi для такої системи?
Який її геометричний та механiчний змiст? Яку нормальну систему
називають автономною?

3. Який механiчний змiст має нормальна система та її розв’язок?
Що таке фазовий простiр, фазова площина, фазова пряма? Як по-
в’язанi мiж собою рух, який описується системою диференцiальних
рiвнянь, та його траєкторiя? Який рух називають станом спокою,
якою є його траєкторiя?

4. Як формулюється теорема Кошi про достатнi умови iснування
та єдиностi неперервно диференцiйовного розв’язку задачi Кошi для
нормальної системи диференцiальних рiвнянь?

5. Що називають загальним розв’язком (iнтегралом) нормаль-
ної системи диференцiальних рiвнянь у деякiй областi iснування та
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єдиностi розв’язкiв задачi Кошi? Що називають частинним та осо-
бливим розв’язками нормальної системи диференцiальних рiвнянь?
Як вони пов’язанi з загальним розв’язком системи?

6. Що таке iнтегровнi комбiнацiї i як вони використовуються для
знаходження загального iнтеграла?

7. Як диференцiальне рiвняння n-го порядку, розв’язане вiдносно
старшої похiдної, можна звести до рiвносильної йому нормальної си-
стеми диференцiальних рiвнянь? У чому полягає метод виключення
розв’язування нормальної системи?

8. Який вигляд має лiнiйна система диференцiальних рiвнянь?
Чим вiдрiзняється лiнiйна неоднорiдна система вiд однорiдної? Якi
властивостi мають розв’язки лiнiйної однорiдної системи?

Вправи до лекцiї 18

1. Зiнтегруйте системи, використовуючи iнтегровнi комбiнацiї:

а)
{
y′ = 2(y2 + z2)x,
z′ = 4yzx;

б)
{
y′ = sin y cos z,
z′ = cos y sin z.

2. Зiнтегруйте системи методом виключення:

а)
{
y′ = y + 2z,
z′ = −2y + 6z;

б)
{
y′ = y − 2z + xex,
z′ = 5y − z − (x+ 1)ex;

в)

⎧⎨⎩
y′1 = 3y1 − y2 + 3y3,
y′2 = 3y1 − y2 + 2y3,
y′3 = −2y1 + 2y2 − 3y3.
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Лекцiя 19. Лiнiйнi однорiднi системи звичайних
диференцiальних рiвнянь

План

1. Лiнiйно залежнi та лiнiйно незалежнi сукупностi фун-
кцiй.

2. Формула Остроградського – Якобi.
3. Основна теорема.
4. Лiнiйнi однорiднi системи зi сталими коефiцiєнтами. Ме-

тод Ейлера.

1. Лiнiйно залежнi та лiнiйно незалежнi сукупностi
функцiй. Нехай задано m сукупностей функцiй

y11, y12, . . . , y1n,
y21, y22, . . . , y2n,

. . . . . . . . .
ym1, ym2, . . . , ymn,

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (19.1)

у кожнiй з яких n функцiй, визначених i неперервних на де-
якому iнтервалi (a, b). Cукупностi функцiй (19.1) називають лi-
нiйно незалежними на iнтервалi (a, b), якщо тотожностi

α1y11 + α2y21 + . . .+ αmym1 ≡ 0,
α1y12 + α2y22 + . . .+ αmym2 ≡ 0,

· · · · · · · · ·
α1y1n + α2y2n + . . .+ αmymn ≡ 0,

де α1, α2, . . . , αm – сталi, виконуються тiльки тодi, коли
α1 = α2 = . . . = αm = 0. В iншому випадку сукупностi функцiй
(19.1) називають лiнiйно залежними на iнтервалi (a, b).

Встановимо необхiдну умову лiнiйної залежностi довiльних
n сукупностей функцiй. Отже, нехай маємо n сукупностей фун-
кцiй

y11, y12, . . . , y1n,
y21, y22, . . . , y2n,

. . . . . . . . .
yn1, yn2, . . . , ynn.

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (19.2)
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Визначником Вронського або вронскiаном сукупно-
стей функцiй (19.2) називають визначник

W (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
y11 y12 · · · y1n
y21 y22 · · · y2n
· · · · · · · · · · · ·
yn1 yn2 · · · ynn

∣∣∣∣∣∣∣∣. (19.3)

Теорема 1 (необхiдна умова лiнiйної залежностi n
сукупностей функцiй). Якщо n сукупностей функцiй (19.2)
лiнiйно залежнi на iнтервалi (a, b), то W (x) ≡ 0 на цьому iн-
тервалi.
Доведення. Оскiльки n сукупностей функцiй (19.2) лiнiйно
залежнi, то за означенням

n∑
i=1

αiyik = 0, k = 1, 2, . . . , n, a < x < b, (19.4)

причому не всi αi дорiвнюють нулю. Розглядаючи (19.4) як
однорiдну лiнiйну систему алгебричних рiвнянь вiдносно α1,
α2, . . . , αn, бачимо, що вона має ненульовий розв’язок, а тому
визначник системи дорiвнює нулю. Цим визначником є врон-
скiан, отже W (x) ≡ 0 в усiх точках iнтервалу (a, b). �

Теорему 1 можна сформулювати й iнакше: якщо вронскiан
n сукупностей функцiй (19.2) на деякому iнтервалi (a, b) вiд-
мiнний вiд нуля, то цi сукупностi функцiй лiнiйно незалежнi
на цьому iнтервалi.

Нехай тепер кожна з сукупностей функцiй (19.2) є розв’яз-
ком лiнiйної однорiдної системи

y′k =
n∑
j=1

pkj(x)yj, k = 1, 2, . . . , n, (19.5)

коефiцiєнти pkj(x), k, j = 1, 2, . . . , n, якої неперервнi на деякому
iнтервалi (a, b).



Лекцiя 19. Лiнiйнi однорiднi системи звичайних диференцiальних рiвнянь 241

Теорема 2 (необхiдна умова лiнiйної незалежностi n
розв’язкiв лiнiйної однорiдної системи n рiвнянь). Якщо
n розв’язкiв (19.2) системи (19.5) лiнiйно незалежнi на iнтер-
валi (a, b), то їх вронскiан не перетворюється в нуль у жоднiй
точцi цього iнтервалу.
Доведення теореми проведемо вiд супротивного. Нехай для
деякої точки x0 ∈ (a, b) маємо W (x0) = 0. Складемо систему n
алгебричних рiвнянь

n∑
i=1

Ciyik(x0) = 0, k = 1, 2, . . . , n. (19.6)

Оскiльки визначник однорiдної системи (19.6) дорiвнює нулю
(ним є W (x0)), то вона має ненульовий розв’язок C1 = C

(0)
1 ,

C2 = C
(0)
2 , . . . , Cn = C

(0)
n . Побудуємо розв’язок

yk =

n∑
i=1

C
(0)
i yik, k = 1, 2, . . . , n. (19.7)

Оскiльки C
(0)
i задовольняють систему (19.6), то розв’язок

(19.7) має нульовi початковi значення у точцi x = x0, тобто
y1(x0) = 0, y2(x0) = 0, . . . , yn(x0) = 0. Але цi самi початковi
умови задовольняє також тривiальний розв’язок, тому згiдно з
теоремою Кошi (лекцiя 18, п. 1) цi розв’язки збiгаються, тобто

n∑
i=1

C
(0)
i yik ≡ 0, k = 1, 2, . . . , n,

де не всi C(0)
i дорiвнюють нулю. Отримали, що розв’язки (19.2)

лiнiйно залежнi на (a, b), що суперечить умовi теореми. �
З теорем 1 i 2 випливає: для того,щоб n розв’язкiв системи

(19.5) були лiнiйно незалежними на iнтервалi (a, b), необхi-
дно i достатньо,щоб їх вронскiан не перетворювався в нуль
у жоднiй точцi цього iнтервалу.
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2. Формула Остроградського – Якобi. Ця формула до-
зволяє з точнiстю до сталого множника виразити вронскiан
розв’язкiв лiнiйної однорiдної системи (19.5) через дiагональнi
коефiцiєнти цiєї системи, а саме

W (x) =W (x0) · e
x∫

x0

(
p11(x)+p22(x)+...+pnn(x)

)
dx

, (19.8)

де x = x0 – довiльна точка iнтервалу (a, b). Формулу (19.8) на-
зивають формулою Остроградського – Якобi. Для доведе-
ння (19.8) знайдемо похiдну вiд вронскiана (19.3), диференцiю-
ючи його за стовпцями. У цьому випадку похiдна вiд визначни-
ка n-го порядку дорiвнює сумi n визначникiв, якi отримують
з нього почерговою замiною елементiв першого, другого, . . . ,
n-го стовпця їх похiдними, тобто

W ′(x) =
n∑
k=1

∣∣∣∣∣∣∣∣
y11 y12 · · · y1,k−1 y′1k y1,k+1 · · · y1n
y21 y22 · · · y2,k−1 y′2k y2,k+1 · · · y2n
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
yn1 yn2 · · · yn,k−1 y′nk yn,k+1 · · · ynn

∣∣∣∣∣∣∣∣.
Замiнимо похiднi y′1k, y

′
2k, . . . , y

′
nk їх виразами з (19.5). Тодi

W ′(x)=
n∑
k=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y11 y12 · · · y1,k−1

n∑
j=1

pkjy1j y1,k+1 · · · y1n

y21 y22 · · · y2,k−1

n∑
j=1

pkjy2j y2,k+1 · · · y2n
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
yn1 yn2 · · · yn,k−1

n∑
j=1

pkjynj yn,k+1 · · · ynn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Якщо розкласти кожен з визначникiв справа на суму n визна-
чникiв, то всi вони дорiвнюватимуть нулю (кожен з них ма-
тиме два пропорцiйнi стовпцi), крiм визначника, який вiдпо-
вiдає j = k. У цьому випадку k-й визначник справа дорiвнює

pkk(x)W (x), а тому W ′(x) =
n∑
k=1

pkk(x)W (x), звiдки, iнтегрую-

чи, отримуємо формулу (19.8).
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3. Основна теорема. Сукупнiсть n розв’язкiв лiнiйної
однорiдної системи (19.5), визначених i лiнiйно незалежних на
iнтервалi (a, b), називають фундаментальною системою
розв’язкiв на цьому iнтервалi.

З п. 1, 2 лекцiї випливає, що сукупнiсть n розв’язкiв лiнiй-
ної однорiдної системи (19.5) буде фундаментальною систе-
мою розв’язкiв на iнтервалi (a, b) тодi i тiльки тодi, коли
вронскiан цих розв’язкiв вiдмiнний вiд нуля хоч в однiй точцi
iнтервалу (a, b).

З наступного твердження випливає, що знання фундамен-
тальної системи розв’язкiв лiнiйної однорiдної системи (19.5)
дає можливiсть побудувати загальний розв’язок цiєї системи.

Теорема 3. Якщо сукупностi функцiй (19.2) утворюють
фундаментальну систему розв’язкiв лiнiйної однорiдної си-
стеми (19.5) на iнтервалi (a, b), то формули

y1 = C1y11 + C2y21 + . . . + Cnyn1,
y2 = C1y12 + C2y22 + . . . + Cnyn2,

· · · · · · · · ·
yn = C1y1n +C2y2n + . . .+ Cnynn,

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (19.9)

де C1, C2, . . . , Cn – довiльнi сталi, визначають загальний роз-
в’язок цiєї системи в усiй її областi задання.
Доведення. Систему (19.9) можна розв’язати вiдносно сталих
C1, C2, . . . , Cn, бо вона є лiнiйною, причому її визначник вiд-
мiнний вiд нуля (ним є W (x)). Крiм того, сукупнiсть функцiй
(19.9) є розв’язком системи (19.5) для всiх значень довiльних
сталих C1, C2, . . . , Cn (властивiсть 2 з п. 4 лекцiї 18). Тому
згiдно з означенням загального розв’язку нормальної системи
диференцiальних рiвнянь сукупнiсть функцiй (19.9) є загаль-
ним розв’язком системи (19.5). �
4. Лiнiйнi однорiднi системи зi сталими коефiцiєнта-

ми. Метод Ейлера. Розглянемо лiнiйну однорiдну систему
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⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
y′1 = a11y1 + a12y2 + . . .+ a1nyn,
y′2 = a21y1 + a22y2 + . . .+ a2nyn,

· · · · · · · · ·
y′n = an1y1 + an2y2 + . . .+ annyn,

(19.10)

де aij, i, j = 1, 2, . . . , n, – дiйснi сталi, i покажемо, що її зав-
жди можна зiнтегрувати у скiнченному виглядi (тобто через
елементарнi функцiї або у квадратурах).

Згiдно з теоремою 3 для побудови загального розв’язку си-
стеми (19.10) досить знайти хоча б одну її фундаментальну
систему розв’язкiв. Частинний розв’язок системи (19.10) шу-
каємо у виглядi

y1 = γ1e
kx, y2 = γ2e

kx, . . . , yn = γne
kx, (19.11)

де γ1, γ2, . . . , γn i k – деякi сталi, причому γ1, γ2, . . . , γn не
дорiвнюють одночасно нулю (iнакше матимемо очевидний три-
вiальний розв’язок, який не може належати фундаментальнiй
системi розв’язкiв). Якщо пiдставити (19.11) в систему (19.10),
скоротити ekx i перенести усi доданки у лiву частину, то одер-
жуємо однорiдну систему алгебричних рiвнянь⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

(a11 − k)γ1 + a12γ2 + . . .+ a1nγn = 0,
a21γ1 + (a22 − k)γ2 + . . .+ a2nγn = 0,

· · · · · · · · ·
an1γ1 + an2γ2 + . . .+ (ann − k)γn = 0.

(19.12)

Ненульовий розв’язок системи (19.12) iснує лише тодi, коли її
визначник дорiвнює нулю. Позначивши його через Δ(k), маємо

Δ(k) ≡

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − k a12 · · · a1n
a21 a22 − k · · · a2n
· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann − k

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (19.13)

Рiвняння (19.13) називають характеристичним рiвнян-
ням системи (19.10), його коренi – характеристичними
числами, а Δ(k) – характеристичним визначником.
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Нехай усi характеристичнi числа k1, k2, . . . , kn простi. Тодi,
як вiдомо з алгебри, Δ(kj) = 0, Δ′(kj) �= 0, j = 1, 2, . . . , n.

Покажемо, що ранг матрицi

A =

⎛⎜⎜⎝
a11 − kj a12 · · · a1n
a21 a22 − kj · · · a2n
· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann − kj

⎞⎟⎟⎠,
складеної з коефiцiєнтiв системи, яку одержуємо з (19.12) пi-
сля замiни у нiй k на kj , дорiвнює n − 1. Для цього знайдемо
Δ′(k), використовуючи правило диференцiювання визначника,
яке застосовувалось для доведення формули Остроградського-
Якобi (стор. 242):

Δ′(k) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 a12 · · · a1n
0 a22 − k · · · a2n
· · · · · · · · · · · ·
0 an2 · · · ann − k

∣∣∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − k 0 · · · a1n
a21 −1 · · · a2n
· · · · · · · · · · · ·
an1 0 · · · ann − k

∣∣∣∣∣∣∣∣+ . . .

. . .+

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − k a12 · · · 0
a21 a22 − k · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
= −Δ11(k)−Δ22(k)− . . .−Δnn(k), (19.14)

де Δjj(k) – алгебричне доповнення елемента ajj−k визначника
Δ(k). Оскiльки Δ′(kj) �= 0, j = 1, 2, . . . , n, то з (19.14) випливає,
що хоча б один з визначникiв Δjj(ki) (а це визначники (n−1)-го
порядку), вiдмiнний вiд нуля. Отже, ранг матрицi A дорiвнює
n− 1, а тому одне з рiвнянь системи (19.12) є наслiдком iнших
i ця система має ненульовий розв’язок, який визначається з
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точнiстю до довiльного множника Pi:

γi1 = Pimi1, γi2 = Pimi2, . . . , γin = Pimin, i = 1, 2, . . . , n.
(19.15)

Якщо у формулах (19.15) зафiксувати множник Pi, то одер-
жимо конкретний розв’язок системи (19.12). Пiдставляючи у
(19.11) замiсть k послiдовно характеристичнi числа k1, k2, . . . ,
kn, а замiсть γ1, γ2, . . . , γn – вiдповiднi їм розв’язки системи
(19.12), визначенi формулами (19.15) при фiксованих множни-
ках Pi, одержуємо n розв’язкiв системи (19.10)⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

y11 = γ11e
k1x, y12 = γ12e

k2x, . . . , y1n = γ1ne
knx,

y21 = γ21e
k1x, y22 = γ22e

k2x, . . . , y2n = γ2ne
knx,

· · · · · · · · ·
yn1 = γn1e

k1x, yn2 = γn2e
k2x, . . . , ynn = γnne

knx.

(19.16)

Легко показати, що цi розв’язки лiнiйно незалежнi на
(−∞,+∞). Якщо при цьому всi числа k1, k2, . . . , kn дiйснi,
то розв’язки (19.16) також будуть дiйсними.

Таким чином, для простих дiйсних характеристичних чисел
система (19.10) має n дiйсних лiнiйно незалежних частинних
розв’язкiв вигляду (19.16). Тому згiдно з теоремою 3 формули

y1 = C1γ11e
k1x + C2γ21e

k2x + . . . + Cnγn1e
knx,

y2 = C1γ12e
k1x + C2γ22e

k2x + . . . + Cnγn2e
knx,

· · · · · · · · ·
yn = C1γ1ne

k1x + C2γ2ne
k2x + . . . + Cnγnne

knx

визначають загальний розв’язок системи (19.10).
Припустимо, що характеристичнi числа k1, k2, . . . , kn про-

стi, але серед них є комплекснi. Нехай a + ib i a − ib – пара
комплексно-спряжених характеристичних чисел. Числу a + ib
згiдно з (19.11) вiдповiдає розв’язок

y1 = γ1e
(a+ib)x, y2 = γ2e

(a+ib)x, . . . , yn = γne
(a+ib)x,

де γ1, γ2, . . . , γn – комплекснi числа. Покладаючи

γ1 = γ11 + iγ21, γ2 = γ12 + iγ22, . . . , γn = γ1n + iγ2n,
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одержуємо комплексний розв’язок

y1 = (γ11 + iγ21)e
(a+ib)x, y2 = (γ12 + iγ22)e

(a+ib)x, . . . ,

yn = (γ1n + iγ2n)e
(a+ib)x.

Вiдокремлюючи у цьому розв’язку дiйснi та уявнi частини, має-
мо два лiнiйно незалежнi на iнтервалi (−∞,+∞) дiйснi розв’яз-
ки:

y11 = eax(γ11 cos bx− γ21 sin bx),
y12 = eax(γ12 cos bx− γ22 sin bx), . . . ,
y1n = eax(γ1n cos bx− γ2n sin bx)

i

y21 = eax(γ11 sin bx+ γ21 cos bx),

y22 = eax(γ12 sin bx+ γ22 cos bx), . . . ,

y2n = eax(γ1n sin bx+ γ2n cos bx).

Очевидно, що спряжений корiнь a − ib не породжує нових
дiйсних лiнiйно незалежних частинних розв’язкiв.

Приклад 1. Зiнтегрувати систему{
y′ = 4y + 5z,
z′ = 4y + 3z.

Розв’язання. Розв’язуючи характеристичне рiвняння∣∣∣∣ 4− k 5
4 3− k

∣∣∣∣=0 ⇒ k2 − 7k − 8 = 0,

знаходимо характеристичнi числа k1 = −1 i k2 = 8.
Складемо систему для знаходження чисел γ1 i γ2, якi вiд-

повiдають числу k1. Матрицю коефiцiєнтiв цiєї системи отри-
муємо з матрицi (

4− k 5
4 3− k

)
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замiною k на k1. Отже, шуканою системою є{
5γ1 + 5γ2 = 0,
4γ1 + 4γ2 = 0,

звiдки випливає, що γ1 = −γ2. Нехай γ1 = 1, тодi γ2 = −1.
Таким чином, характеристичному числу k1 = −1 вiдповiдає
розв’язок y1 = e−x, z1 = − e−x.

Аналогiчно, розв’язуючи систему{− 4γ1 + 5γ2 = 0,
4γ1 − 5γ2 = 0,

яка вiдповiдає k2 = 8, знаходимо, що 4γ1 = 5γ2. Якщо взя-
ти γ1 = 5, то γ2 = 4, а тому числу k2 вiдповiдає розв’язок
y2 = 5e8x, z2 = 4e8x.

Загальний розв’язок записуємо згiдно з теоремою 3:

y = C1e
−x + 5C2e

8x, z = −C1e
−x + 4C2e

8x. �

Приклад 2. Зiнтегрувати систему{
y′ = 2y − z,
z′ = y + 2z.

Розв’язання. Характеристичне рiвняння∣∣∣∣ 2− k −1
1 2− k

∣∣∣∣=0 ⇒ k2 − 4k + 5 = 0

має комплексно-спряженi коренi k1 = 2 + i, k2 = 2 − i. Розв’я-
зок, який вiдповiдає k1, має вигляд y = γ1e

(2+i)x, z = γ2e
(2+i)x,

де числа γ1, γ2 знайдемо з системи{−iγ1 − γ2 = 0,
γ1 − iγ2 = 0.

Покладаючи γ1 = 1, знаходимо γ2 = − i, а тому шуканим
розв’язком є y = e(2+i)x, z = − i e(2+i)x. Вiдокремлюючи у цьо-
му розв’язку дiйснi та уявнi частини, одержуємо два дiй-
снi розв’язки: y1 = e2x cosx, z1 = e2x sinx i y2 = e2x sinx, z2 =
= −e2x cos x. Цi розв’язки утворюють фундаментальну систему
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розв’язкiв, а тому загальним розв’язком є

y = e2x(C1 cos x+ C2 sinx), z = e2x(C1 sinx− C2 cos x). �

Якщо серед коренiв характеристичного рiвняння є кратнi,
то метод, викладений вище, застосовувати не можна. Однак i у
цьому випадку вдається побудувати фундаментальну систему
розв’язкiв через елементарнi функцiї. Зауважимо перш за все,
що якщо k1 – просте характеристичне число, то, незалежно вiд
того, чи будуть серед iнших характеристичних чисел зустрi-
чатися кратнi чи нi, йому завжди вiдповiдає один частинний
розв’язок вигляду y1 = γ1e

k1x, y2 = γ2e
k1x, . . . , yn = γne

k1x, де
γ1, γ2, . . . , γn – деякi сталi, якi визначаються з точнiстю до
сталого множника.

Таким чином, потрiбно знайти частиннi розв’язки, якi вiд-
повiдають кратному характеристичному числу. При цьому ви-
являється, що так само, як i для лiнiйного однорiдного рiвня-
ння n-го порядку, характеристичному числу кратностi s вiдпо-
вiдає s лiнiйно незалежних частинних розв’язкiв.

Теорема 4. Якщо k1 – характеристичне число кратностi
s, то йому вiдповiдає розв’язок системи (19.10)

y1 = P1(x)e
k1x, y2 = P2(x)e

k1x, . . . , yn = Pn(x)e
k1x, (19.17)

де P1(x), P2(x), . . . , Pn(x) – многочлени степеня не вищого,
нiж s− 1, якi мають у сукупностi s довiльних коефiцiєнтiв.

Доведення цiєї теореми можна знайти, наприклад, в [3,
с. 196 – 207].

На практицi розв’язок, що вiдповiдає характеристичному
числу k1, потрiбно шукати у виглядi (19.17), вважаючи P1(x),
P2(x), . . . , Pn(x) многочленами (s− 1)-го степеня з невизначе-
ними коефiцiєнтами i, пiдставляючи їх в (19.10), виразити всi
коефiцiєнти через s з них, якi залишаються довiльними. Покла-
даючи по черзi один з цих довiльних коефiцiєнтiв рiвним оди-
ницi, а решта рiвними нулю, побудуємо s лiнiйно незалежних
розв’язкiв, якi вiдповiдають характеристичному числу k1. Усi
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цi частиннi розв’язки будуть утворенi з добуткiв функцiї ek1x

на многочлени вiд x, степенi яких не перевищують s−1. Якщо
многочлени P1(x), P2(x), . . . , Pn(x) у формулi (19.17) вироджу-
ються у сталi, то одержимо s лiнiйно незалежних частинних
розв’язкiв такого ж вигляду, як i для випадку простого хара-
ктеристичного числа.

Якщо k1 – дiйсне характеристичне число, то побудованi s
лiнiйно незалежних розв’язкiв будуть дiйсними.

Якщо система (19.10) має комплексне характеристичне чи-
сло a + bi кратностi s, то вона має також спряжене характе-
ристичне число a − bi тiєї ж кратностi. Побудувавши s лiнiй-
но незалежних комплексних розв’язкiв, якi вiдповiдають числу
a+ bi, i вiдокремивши в них дiйснi та уявнi частини, одержимо
2s дiйсних лiнiйно незалежних частинних розв’язкiв.

Приклад 3. Зiнтегрувати систему{
y′ = 6y + z,
z′ = −16y − 2z.

Розв’язання. Легко переконатися, що характеристичнi числа
є дiйснi i кратнi: k1 = k2 = 2. Згiдно з теоремою 4 загальний
розв’язок шукаємо у виглядi

y = (Ax+B)e2x, z = (Cx+D)e2x.

Оскiльки y′ = (2Ax + 2B + A)e2x, z′ = (2Cx+ 2D + C)e2x,
то, пiдставляючи їх у задану систему, для знаходження неви-
значених коефiцiєнтiв одержуємо систему:{

(2Ax+ 2B +A)e2x = 6(Ax+B)e2x + (Cx+D)e2x,
(2Cx+ 2D + C)e2x = −16(Ax+B)e2x − 2(Cx+D)e2x

⇒{
(4A+ C)x−A+ 4B +D = 0,
(16A+ 4C)x+ 16B + 4D +C = 0

⇒⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
4A+ C = 0,
−A+ 4B +D = 0,
16A+ 4C = 0,
16B + 4D + C = 0.
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В одержанiй системi є лише два лiнiйно незалежних рiвня-
ння, наприклад, перше i друге. Вважатимемо у них вiльними
невiдомими, примiром, A, B i надамо їм довiльних значень:
A = C1, B = C2. Тодi C = −4C1, D = C1 − 4C2, а загальним
розв’язком є y = (C1x+ C2)e

2x, z = (−4C1x+ C1 − 4C2)e
2x. �

Приклад 4. Зiнтегрувати систему⎧⎨⎩
y′1 = y1 + 2y2 + 2y3,
y′2 = 2y1 + y2 + 2y3,
y′3 = 2y1 + 2y2 + y3.

Розв’язання. Знаходимо характеристичнi числа системи:∣∣∣∣∣∣
1− k 2 2
2 1− k 2
2 2 1− k

∣∣∣∣∣∣ = 0 ⇒ k1 = 5, k2,3 = −1.

Числу k1 = 5 вiдповiдає система двох рiвнянь (третє є на-
слiдком двох перших):{−4γ1 + 2γ2 + 2γ3 = 0,

2γ1 − 4γ2 + 2γ3 = 0.

Один з її розв’язкiв γ1 = 1, γ2 = 1, γ3 = 1. Тому y
(1)
1 = e5x,

y
(1)
2 = e5x, y(1)3 = e5x є розв’язком заданої системи.
Характеристичним числам k2,3 = −1 вiдповiдає одне рiвня-

ння (друге i третє збiгаються з ним): 2γ1+2γ2+2γ3 = 0. Вибере-
мо два лiнiйно незалежнi розв’язки цього рiвняння, наприклад,
γ1 = 1, γ2 = 0, γ3 = −1 i γ1 = 0, γ2 = −1, γ3 = 1. Кожному
з них вiдповiдає розв’язок y

(2)
1 = e−x, y(2)2 = 0, y

(2)
3 = −e−x i

y
(3)
1 = 0, y

(3)
2 = −e−x, y(3)3 = e−x вiдповiдно.

Оскiльки вронскiан знайдених трьох розв’язкiв вiдмiнний
вiд нуля (W (x) = −3e3x), то вони утворюють фундаментальну
систему розв’язкiв, а загальним розв’язком є

y1 = C1e
5x + C2e

−x, y2 = C1e
5x − C3e

−x,
y3 = C1e

5x − C2e
−x + C3e

−x. �
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Рекомендована лiтература: [3, с. 134 – 144, 191 – 209],
[4, с. 477 – 485, 494 – 502], [5, с. 341 – 356], [7, с. 198 – 205, 210 –
214, 222 – 227], [16, с. 91 – 102, 109 – 128].

Питання до лекцiї 19

1. Якi сукупностi функцiй називають лiнiйно незалежними (лi-
нiйно залежними) на деякому iнтервалi? Наведiть приклади таких
сукупностей функцiй.

2. Що таке вронскiан розв’язкiв лiнiйної однорiдної системи n
рiвнянь? Як за допомогою вронскiана визначити, чи є заданi n су-
купностей функцiй лiнiйно незалежними?

3. Як формулюється необхiдна умова лiнiйної незалежностi n
розв’язкiв лiнiйної однорiдної системи n диференцiальних рiвнянь?
Сформулюйте необхiдну i достатню умову лiнiйної незалежностi на
iнтервалi (a, b) n розв’язкiв лiнiйної однорiдної системи.

4. Який вигляд має формула Остроградського – Якобi? Якi вла-
стивостi випливають з цiєї формули?

5. Що називають фундаментальною системою розв’язкiв лiнiйної
однорiдної системи на деякому iнтервалi? Яка її роль у побудовi
загального розв’язку лiнiйної однорiдної системи?

6. Який вигляд має лiнiйна однорiдна система диференцiальних
рiвнянь iз сталими коефiцiєнтами?Що називають характеристичним
визначником, характеристичним рiвнянням, характеристичними чи-
слами такої системи?

7. У чому полягає метод Ейлера iнтегрування лiнiйних однорiд-
них систем зi сталими коефiцiєнтами? Як залежить структура фун-
даментальної системи розв’язкiв такої системи вiд вигляду характе-
ристичних чисел?

Вправи до лекцiї 19

1. Зiнтегруйте системи методом Ейлера:

а)
{
y′ = 10y − 6z,
z′ = 18y − 11z;

б)
{
y′ = −5y − 4z,
z′ = 10y + 7z;

в)

⎧⎨⎩
y′1 = y1 − y2 − y3,
y′2 = −2y1 + 2y2 + y3,
y′3 = 4y1 + 2y2 + 3y3;

г)

⎧⎨⎩
y′1 = y1 + 2y2 + 3y3,
y′2 = 2y1 + 4y2 + 6y3,
y′3 = 3y1 + 6y2 + 9y3.
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Лекцiя 20. Лiнiйнi неоднорiднi системи звичайних
диференцiальних рiвнянь

План

1. Структура загального розв’язку лiнiйної неоднорiдної
системи.

2. Метод варiацiї довiльних сталих.
3. Метод невизначених коефiцiєнтiв.
4. Метод Д’Аламбера.

1. Структура загального розв’язку лiнiйної неодно-
рiдної системи. Розглянемо лiнiйну неоднорiдну систему⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

y′1 = p11(x)y1 + p12(x)y2 + . . . + p1n(x)yn + f1(x),

y′2 = p21(x)y1 + p22(x)y2 + . . . + p2n(x)yn + f2(x),

· · · · · · · · ·
y′n = pn1(x)y1 + pn2(x)y2 + . . .+ pnn(x)yn + fn(x)

(20.1)

або, у скороченому записi:

dyk
dx

=

n∑
j=1

pkj(x)yj + fk(x), k = 1, 2, . . . , n. (20.2)

Припустимо, що нам вiдомий деякий частинний розв’язок
цiєї системи

y1 = y
(1)
1 , y2 = y

(1)
2 , . . . , yn = y(1)n ,

а отже,

dy
(1)
k

dx
≡

n∑
j=1

pkj(x)y
(1)
j + fk(x), k = 1, 2, . . . , n. (20.3)

Введемо новi невiдомi функцiї z1 = z1(x), z2 = z2(x), . . . ,
zn = zn(x) за формулами

yk = y
(1)
k + zk, k = 1, 2, . . . , n. (20.4)
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Пiдставляючи функцiї (20.4) в систему (20.1), одержуємо

dy
(1)
k

dx
+
dzk
dx

=

=
n∑
j=1

pkj(x)y
(1)
j +

n∑
j=1

pkj(x)zj+fk(x), k = 1, 2, . . . , n. (20.5)

Враховуючи (20.3), з (20.5) для знаходження функцiй z1,
z2, . . . , zn отримуємо лiнiйну однорiдну систему

dzk
dx

=

n∑
j=1

pkj(x)zj , k = 1, 2, . . . , n. (20.6)

Однорiдну систему (20.6) називають вiдповiдною неоднорi-
днiй системi (20.2).

Згiдно з теоремою 3 (лекцiя 19) загальний розв’язок систе-
ми (20.6) визначається формулою

zk =

n∑
j=1

Cjzjk, k = 1, 2, . . . , n, (20.7)

де zjk = zjk(x), j, k = 1, 2, . . . , n, – деяка фундаментальна си-
стема розв’язкiв системи (20.6), а Cj, j = 1, 2, . . . , n, – довiльнi
сталi.

Пiдставляючи (20.7) у (20.4), одержуємо формулу

yk = y
(1)
k +

n∑
j=1

Cjzjk, k = 1, 2, . . . , n, (20.8)

яка визначає загальний розв’язок системи (20.1) в усiй областi
її задання.

Таким чином, для знаходження загального розв’язку нео-
днорiдної системи (20.1) достатньо знайти будь-який її ча-
стинний розв’язок i додати до нього загальний розв’язок вiд-
повiдної однорiдної системи (20.6).
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2. Метод варiацiї довiльних сталих. Для iнтегрування
лiнiйної неоднорiдної системи у випадку, коли вдається зiнте-
грувати вiдповiдну однорiдну систему, часто використовують
метод варiацiї довiльних сталих (метод Лагранжа).

Розв’язок лiнiйної неоднорiдної системи (20.1) шукаємо у
виглядi

yk =
n∑
j=1

Cj(x)zjk, k = 1, 2, . . . , n, (20.9)

де zjk = zjk(x), j, k = 1, 2, . . . , n, – деяка фундаментальна
система розв’язкiв однорiдної системи (20.6), а Cj(x), j =
= 1, 2, . . . , n, – деякi неперервно диференцiйовнi функцiї.

Виберемо у (20.9) функцiї Cj(x) так, щоб ця формула ви-
значала розв’язок системи (20.1). Пiдставляючи (20.9) в (20.1),
одержуємо:

n∑
j=1

C ′
j(x)zjk +

n∑
j=1

Cj(x)z
′
jk =

=

n∑
l=1

pkl(x)

n∑
j=1

Cj(x)zjl + fk(x), k = 1, 2, . . . , n, ⇒

n∑
j=1

C ′
j(x)zjk +

n∑
j=1

Cj(x)z
′
jk =

=

n∑
j=1

Cj(x)

n∑
l=1

pkl(x)zjl + fk(x), k = 1, 2, . . . , n, ⇒

n∑
j=1

C ′
j(x)zjk +

n∑
j=1

Cj(x)

(
z′jk −

n∑
l=1

pkl(x)zjl

)
=

= fk(x), k = 1, 2, . . . , n. (20.10)

Оскiльки zjk – фундаментальна система розв’язкiв однорiдної
системи (20.6), то вираз у дужках у формулi (20.10) дорiвнює
нулю, а тому для знаходження функцiй Cj(x), j = 1, 2, . . . , n,
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маємо систему:

n∑
j=1

C ′
j(x)zjk = fk(x), k = 1, 2, . . . , n. (20.11)

Визначник системи (20.11) вiдмiнний вiд нуля для всiх
x ∈ (a, b) (ним є вронскiан W (x)), а тому вона має єдиний роз-
в’язок, який можна знайти, наприклад, за формулами Краме-
ра:

C ′
j(x) =

n∑
k=1

Wkj(x)

W (x)
fk(x), j = 1, 2, . . . , n, (20.12)

де Wkj(x) – алгебричне доповнення елемента zkj вронскiана
W (x). Iнтегруючи (20.12), знаходимо

Cj(x) =

n∑
k=1

x∫
x0

Wkj(x)

W (x)
fk(x)dx+ Cj , j = 1, 2, . . . , n,

де Cj – довiльнi сталi, а x0 – довiльна точка з iнтервалу (a, b).
Пiдставляючи знайденi вирази для Cj(x) у формулу (20.9),

одержуємо

yk =
n∑
j=1

zjk

n∑
s=1

x∫
x0

Wsj(x)

W (x)
fs(x)dx+

n∑
j=1

Cjzjk, k = 1, 2, . . . , n.

(20.13)
Якщо в (20.13) пiдставити C1 = C2 = . . . = Cn = 0, то маємо

частинний розв’язок

y
(1)
k =

n∑
j=1

zjk

n∑
s=1

x∫
x0

Wsj(x)

W (x)
fs(x)dx, k = 1, 2, . . . , n,

а тому (20.13) можна записати у виглядi (20.8). Отже, розв’я-
зок, визначений формулою (20.13), є загальним розв’язком лi-
нiйної неоднорiдної системи (20.1).
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Приклад 1. За допомогою методу варiацiї довiльних ста-
лих зiнтегрувати систему{

y′ = 2y − z,
z′ = −y + 2z + 4xex.

Розв’язання. Вiдповiдну однорiдну систему зiнтегруємо ме-
тодом виключення (лекцiя 18):{

y′ = 2y − z,
z′ = −y + 2z

⇒ y = 2z − z′,

2z′ − z′′ = 2(2z − z′)− z ⇒ z′′ − 4z′ + 3z = 0.

Оскiльки характеристичними числами є k1 = 1, k2 = 3, то

z0 = C1e
x + C2e

3x ⇒ y0 = 2(C1e
x + C2e

3x)−
− (C1e

x + 3C2e
3x) ⇒ y0 = C1e

x − C2e
3x.

Розв’язок заданої неоднорiдної системи шукаємо у виглядi

y = C1(x)e
x − C2(x)e

3x, z = C1(x)e
x + C2(x)e

3x, (20.14)

де функцiї C1(x), C2(x) знайдемо з системи вигляду (20.11):{
C ′
1(x)e

x − C ′
2(x)e

3x = 0,

C ′
1(x)e

x + C ′
2(x)e

3x = 4xex
⇒

C ′
1(x) = 2x, C ′

2(x) = 2xe−2x ⇒
C1(x) = x2 + C1, C2(x) = −xe−2x − 1

2
e−2x + C2.

Пiдставляючи знайденi функцiї C1(x), C2(x) у (20.14), одержу-
ємо загальний розв’язок заданої системи:

y = (x2 + C1)e
x − (−xe−2x − 0,5e−2x + C2

)
e3x =

= C1e
x − C2e

3x +
(
x2 + x+ 0,5

)
ex,

z = (x2 + C1)e
x +

(−xe−2x − 0,5e−2x + C2

)
e3x =

= C1e
x + C2e

3x +
(
x2 − x− 0,5

)
ex.
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Пiсля зведення подiбних доданкiв i перепозначення сталої
(C1 := C1 + 0,5) маємо

y = C1e
x − C2e

3x +
(
x2 + x

)
ex,

z = C1e
x + C2e

3x +
(
x2 − x− 1

)
ex. �

3. Метод невизначених коефiцiєнтiв. У п. 1 цiєї ле-
кцiї встановлено, що iнтегрування лiнiйної неоднорiдної систе-
ми диференцiальних рiвнянь зводиться до необхiдностi побудо-
ви фундаментальної системи розв’язкiв вiдповiдної однорiдної
системи. Тому особливий iнтерес становлять такi лiнiйнi нео-
днорiднi системи, у яких фундаментальна система розв’язкiв
вiдповiдної однорiдної системи виражається через елементарнi
функцiї. До таких систем вiдносяться, передовсiм, системи зi
сталими коефiцiєнтами.

Розглянемо лiнiйну неоднорiдну систему диференцiальних
рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

y′1 = a11y1 + a12y2 + . . .+ a1nyn + f1(x),
y′2 = a21y1 + a22y2 + . . .+ a2nyn + f2(x),

· · · · · · · · ·
y′n = an1y1 + an2y2 + . . .+ annyn + fn(x)

або, у скороченому записi:

dyk
dx

=

n∑
j=1

akjyj + fk(x), k = 1, 2, . . . , n. (20.15)

Якщо функцiї fk(x) у системi (20.15) складаються з сум i
добуткiв многочленiв Pm(x) = p0+p1x+ . . .+pmx

m та функцiй
eαx, cos βx, sin βx, то її розв’язок можна шукати методом
невизначених коефiцiєнтiв. Це робиться за такими ж пра-
вилами, що i для одного лiнiйного диференцiального рiвняння
зi сталими коефiцiєнтами (лекцiя 14), але з певними змiнами.
Зокрема, якщо

fk(x) = Pmk(x)e
αx,
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де Pmk(x) – многочлен степеня mk, то частинний розв’язок си-
стеми (20.15) потрiбно шукати не у виглядi xsQm(x)eαx (як це
було для лiнiйного рiвняння), а як

yi = Q
(i)
m+s(x)e

αx, i = 1, 2, . . . , n, (20.16)

де Q(i)
m+s(x), i = 1, 2, . . . , n, – многочлени степеня m+ s з невi-

домими коефiцiєнтами, m = max(m1, m2, . . . , mk); s = 0, якщо
α – не є характеристичним числом, i s дорiвнює кратностi цьо-
го числа, якщо α є характеристичним числом (якщо точнiше,
число m + s на m одиниць бiльше найвищого зi степенiв мно-
гочленiв, на якi множаться експоненти eαx у загальному роз-
в’язку вiдповiдної однорiдної системи).

Невiдомi коефiцiєнти многочленiв Q
(i)
m+s(x) визначають

прирiвнюванням коефiцiєнтiв бiля вiдповiдних доданкiв пiсля
пiдставляння (20.16) у систему (20.15).

Аналогiчно визначаються степенi многочленiв у випадках,
коли функцiї fk(x) у системi (20.15) мiстять функцiї eαx cos βx
i eαx sin βx, а число α+ βi є або не є характеристичним.

Приклад 2. Зiнтегрувати систему методом невизначе-
них коефiцiєнтiв: {

y′ = 4y + 8z + 30ex,

z′ = 3y − z + 11e−4x.

Розв’язання. Використовуючи метод Ейлера (лекцiя 19), зна-
йдемо спочатку загальний розв’язок вiдповiдної однорiдної си-
стеми {

y′ = 4y + 8z,

z′ = 3y − z.
Характеристичне рiвняння∣∣∣∣ 4− k 8

3 −1− k
∣∣∣∣ = 0
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має коренi k1 = 7, k2 = − 4. Характеристичному числу k1 = 7
вiдповiдає система {−3γ1 + 8γ2 = 0,

3γ1 − 8γ2 = 0,

звiдки, наприклад, γ1 = 8, γ2 = 3. Числу k2 = −4 вiдповiдає
система {

8γ1 + 8γ2 = 0,
3γ1 + 3γ2 = 0,

звiдки γ1 = 1, γ2 = −1. Отже, загальним розв’язком однорiдної
системи є:

y0 = 8C1e
7x + C2e

−4x, z0 = 3C1e
7x − C2e

−4x.

Враховуючи вигляд функцiй f1(x) = ex i f2(x) = e−4x, ча-
стинний розв’язок y1, z1 неоднорiдної системи через невизна-
ченi коефiцiєнти запишемо у виглядi

y1 = Aex + (Bx+ C)e−4x, z1 = Dex + (Ex+ F )e−4x. (20.17)

Пiдставляючи (20.17) у задану систему, одержуємо:

Aex − 4(Bx+ C)e−4x +Be−4x =

= 4Aex + 4(Bx+ C)e−4x + 8Dex + 8(Ex+ F )e−4x + 30ex,

Dex − 4(Ex + F )e−4x + Ee−4x =

= 3Aex + 3(Bx+ C)e−4x −Dex − (Ex+ F )e−4x + 11e−4x.

Прирiвнюючи коефiцiєнти бiля ex, e−4x i xe−4x в обох ча-
стинах цих тотожностей, одержуємо вiдповiдно:

ex A = 4A+ 8D + 30,
e−4x B − 4C = 4C + 8F,
xe−4x −4B = 4B + 8E,

ex D = 3A−D,
e−4x E − 4F = 3C − F + 11,
xe−4x −4E = 3B − E.

Отримана система має лише п’ять лiнiйно незалежних рiвнянь.
Розв’язуючи її, отримуємо

A = −2, B = −8, C + F = −1, D = −3, E = 8.
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Покладемо, наприклад, C = 0, тодi F = −1, а тому частинним
розв’язком неоднорiдної системи є

y1 = −2ex − 8xe−4x, z1 = −3ex + (8x− 1)e−4x,

а загальним розв’язком –

y = 8C1e
7x + C2e

−4x − 2ex − 8xe−4x,

z = 3C1e
7x − C2e

−4x − 3ex + (8x− 1)e−4x. �

Приклад 3. Записати частинний розв’язок з невизначе-
ними коефiцiєнтами (не шукаючи їх) системи{

y′ = 4y − z + xe3x + e3x sinx,
z′ = y + 2z + xe3x cosx.

(20.18)

Розв’язання. Знайдемо характеристичнi числа вiдповiдної
однорiдної системи:∣∣∣∣ 4− k −1

1 2− k
∣∣∣∣ = 0 ⇒ k2 − 6k + 9 = 0 ⇒ k1 = k2 = 3.

У системi (20.18) для функцiй xe3x, e3x sinx, xe3x cos x чи-
сла α + βi вiдповiдно дорiвнюють 3, 3 + i, 3 + i. Тому окремо
знайдемо частиннi розв’язки систем{

y′ = 4y − z + xe3x,
z′ = y + 2z

(20.19)

i {
y′ = 4y − z + e3x sinx,
z′ = y + 2z + xe3x cosx.

(20.20)

Для системи (20.19) α+ βi = k1 = k2 = 3, s = 2, m = 1. Згi-
дно з (20.16) її частинний розв’язок потрiбно шукати у виглядi

y1 = (ax3 + bx2 + cx+ d)e3x,

z1 = (fx3 + gx2 + hx+ p)e3x.
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Для системи (20.20) α + βi = 3 + i �= k1,2, s = 0, m = 1, а
тому її частинний розв’язок має вигляд

y2 = (Ax+B)e3x sinx+ (Cx+D)e3x cos x,

z2 = (Ex+ F )e3x sinx+ (Gx+H)e3x cos x.

Тодi частинний розв’язок системи (20.18) запишеться у виглядi:

y = y1 + y2, z = z1 + z2. �

4. Метод Д’Аламбера. Розглянемо лiнiйну неоднорiдну
систему двох диференцiальних рiвнянь зi сталими коефiцiєн-
тами {

y′ = a11y + a12z + f1(x),

z′ = a21y + a22z + f2(x).
(20.21)

Помножимо друге рiвняння цiєї системи на деяке число λ i
додамо почленно до першого рiвняння:

(y + λz)′ = (a11 + λa21)y + (a12 + λa22) z + f1(x) + λ f2(x) ⇒

(y + λz)′ = (a11 + λa21)

(
y +

a12 + λa22
a11 + λa21

z

)
+ f1(x) + λf2(x).

(20.22)

Користуючись довiльнiстю числа λ, виберемо його таким,
щоб

a12 + λa22
a11 + λa21

= λ,

тобто
a21λ

2 + (a11 − a22)λ− a12 = 0. (20.23)

Тодi рiвняння (20.22) запишемо у виглядi:

(y + λz)′ = (a11 + λa21)(y + λz) + f1(x) + λf2(x). (20.24)

Рiвняння (20.24) є лiнiйним диференцiальним рiвнянням
першого порядку з шуканою функцiєю y+λz. Iнтегруючи його



Лекцiя 20. Лiнiйнi неоднорiднi системи диференцiальних рiвнянь 263

(формула (4.6) з лекцiї 4), одержуємо:

y + λz = e(a11+λa21)x
(∫ (

f1(x) + λf2(x)
)
e−(a11+λa21)xdx+C

)
.

(20.25)
Якщо коренi λ1 i λ2 квадратного рiвняння (20.23) рiзнi i

дiйснi, то маємо систему⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
y+λ1z = e(a11+λ1a21)x

(∫ (
f1(x)+λ1f2(x)

)
e−(a11+λ1a21)xdx+C1

)
,

y+λ2z = e(a11+λ2a21)x
(∫ (

f1(x)+λ2f2(x)
)
e−(a11+λ2a21)xdx+C2

)
,

розв’язуючи яку вiдносно y i z, знайдемо загальний iнтеграл
системи (20.21).

Якщо коренi рiвняння (20.23) кратнi, тобто λ1 = λ2 = λ, то
з (20.25) одержуємо тiльки одне рiвняння:

y+λz = e(a11+λa21)x
(∫ (

f1(x)+λf2(x)
)
e−(a11+λa21)xdx+ C

)
,

але у цьому випадку, пiдставляючи вираз для y, знайдений
звiдси, у друге рiвняння системи (20.21), одержимо лiнiйне рiв-
няння першого порядку з невiдомою функцiєю z.

Рекомендована лiтература: [3, с. 144 – 146, 209 – 214],
[5, с. 370 – 385], [7, с. 206 – 210], [16, с. 103 – 107, 138 – 144], [17,
с. 436 – 455, 495 – 528].

Питання до лекцiї 20

1. Як знайти загальний розв’язок лiнiйної неоднорiдної системи,
якщо вiдомий її частинний розв’язок i загальний розв’язок вiдповiд-
ної однорiдної системи?

2. У чому полягає метод варiацiї довiльних сталих знаходження
загального розв’язку лiнiйної неоднорiдної системи?

3. У чому полягає метод невизначених коефiцiєнтiв iнтегруван-
ня лiнiйних неоднорiдних систем зi сталими коефiцiєнтами? Чи для
кожної лiнiйної системи його можна використати?

4. У чому полягає метод Д’Аламбера iнтегрування лiнiйних си-
стем зi сталими коефiцiєнтами?
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Вправи до лекцiї 20

1. Зiнтегруйте системи методом варiацiї довiльних сталих:

а)
{
y′ = 4y − 8z + 2 tg 4x,
z′ = 4y − 4z;

б)
{
y′ = 3y − 2z,
z′ = 2y − z + 2

√
xex.

2. Зiнтегруйте системи методом невизначених коефiцiєнтiв:

а)
{
y′ = 2y − z,
z′ = −2y + z − 3x;

б)
{
y′ = 3y + 2z + ex,
z′ = −3y − 2z − 2ex;

в)
{
y′ = 5y − z + 5 sinx,
z′ = 4y + z + 2 cosx.

3. Зiнтегруйте системи методом Д’Аламбера:

а)
{
y′ = −2y − z + 10x,
z′ = −4y − 5z;

б)
{
y′ = 5y + 4z + ex,
z′ = 4y + 5z + 1.

Додаток 3.
Застосування математичного пакета Maple

для iнтегрування систем звичайних
диференцiальних рiвнянь

Для розв’язування систем звичайних диференцiальних рiв-
нянь використовують команду dsolve у форматi

dsolve({рiвняння1, рiвняння2, . . .},{невiдома1, невiдома2, . . .}).

Приклад 1. Зiнтегрувати лiнiйну однорiдну систему зi ста-
лими коефiцiєнтами {

y′ = y + z,
z′ = 3z − y.

(приклад 2 лекцiї 18, стор. 234):
> dsolve({D(y)(x)=y(x)+z(x),D(z)(x)=3*z(x)-y(x)},

{y(x),z(x)});{
y(x) = e2x(_C1 +_C2 x−_C2 ), z(x) = e2x(_C1 +_C2 x)

}
.
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Перепозначенням сталих (_C1 := C1 + C2, _C2 := C2)
цей розв’язок зводиться до розв’язку, отриманого у прикладi 2
лекцiї 18.
Приклад 2. Зiнтегрувати систему{

y′ = 4y + 5z,
z′ = 4y + 3z

(приклад 1 лекцiї 19, стор. 247):
> dsolve({D(y)(x)=4*y(x)+5*z(x),D(z)(x)=4*y(x)+3*z(x)},

{y(x),z(x)});{
y(x) = _C1 e− x +_C2 e8x, z(x) = −_C1 e− x +

4

5
_C2 e8x

}
.

Приклад 3. Зiнтегрувати систему{
y′ = 2y − z,
z′ = y + 2z

(приклад 2 лекцiї 19, стор. 248):
> dsolve({D(y)(x)=2*y(x)-z(x),D(z)(x)=y(x)+2*z(x)},

{y(x),z(x)});{
y(x) = e2 x (_C1 cos(x)−_C2 sin(x)) ,

z(x) = e2 x (_C1 sin(x) +_C2 cos(x))
}
.

Приклад 4. Зiнтегрувати систему{
y′ = 6y + z,
z′ = −16y − 2z

(приклад 3 лекцiї 19, стор. 250):
> dsolve({D(y)(x)=6*y(x)+z(x),D(z)(x)=-16*y(x)-2*z(x)},

{y(x),z(x)});{
y(x) = − 1

16
e2 x(4_C1 + 4_C2 x+_C2 ),

z(x) = e2 x(_C1 +_C2 x)

}
.
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Приклад 5. Зiнтегрувати лiнiйну однорiдну систему зi ста-
лими коефiцiєнтами ⎧⎨⎩

y′1 = y1 + 2y2 + 2y3,
y′2 = −y2 − 2y3,
y′3 = y2 + y3.

(приклад 3 лекцiї 18, стор. 234):
> dsolve({D(y1)(x)=y1(x)+2*y2(x)+2*y3(x),D(y2)(x)=

-y2(x)-2*y3(x),D(y3)(x)=y2(x)+y3(x)},{y1(x),y2(x),
y3(x)});

{y1 (x) = _C1 ex −_C2 cos(x) +_C2 sin(x) +_C3 cos(x) +

+_C3 sin(x), y2 (x) = _C2 cos(x)−_C3 sin(x)−
−_C2 sin(x)−_C3 cos(x), y3 (x) = _C2 sin(x) +_C3 cos(x)}.

Перепозначенням сталих (_C1 := C1, _C2 := (C3 − C2)/2,
_C3 := (C2 + C3)/2) цей розв’язок зводиться до розв’язку,
отриманого у прикладi 3 лекцiї 18.
Приклад 6. Зiнтегрувати систему⎧⎨⎩

y′1 = y1 + 2y2 + 2y3,
y′2 = 2y1 + y2 + 2y3,
y′3 = 2y1 + 2y2 + y3

(приклад 4 лекцiї 19, стор. 251):
> dsolve({D(y1)(x)=y1(x)+2*y2(x)+2*y3(x),D(y2)(x)=

2*y1(x)+y2(x)+2*y3(x),D(y3)(x)=2*y1(x)+2*y2(x)+
y3(x)},{y1(x),y2(x),y3(x)});{

y1 (x) = _C2 e5x − 2_C3 e−x −_C1 e−x,

y2 (x) = _C2 e5x +_C3 e−x +_C1 e−x,

y3 (x) = _C2 e5x +_C3 e−x
}
.

Перепозначенням сталих (_C1 := C2 − 2C3, _C2 := C1,
_C3 := C3 − C2) цей розв’язок зводиться до розв’язку, отри-
маного у прикладi 4 лекцiї 19.
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Приклад 7. Зiнтегрувати лiнiйну неоднорiдну систему{
y′ = 2y − z,
z′ = −y + 2z + 4xex

(приклад 1 лекцiї 20, стор. 257):
> dsolve({D(y)(x)=2*y(x)-z(x),D(z)(x)=-y(x)+2*z(x)+

4*x*exp(x)},{y(x),z(x)});{
y(x) = e3 x_C2 +_C1 ex + xex + x2ex,

z(x) = −e3x_C2 +_C1 ex − xex − ex + x2ex
}
.

Приклад 8. Зiнтегрувати лiнiйну неоднорiдну систему{
y′ = 4y + 8z + 30ex,

z′ = 3y − z + 11e−4x

(приклад 2 лекцiї 20, стор. 259):
> dsolve({D(y)(x)=4*y(x)+8*z(x)+30*exp(x),D(z)(x)=

3*y(x)-z(x)+11*exp(-4*x)},{y(x),z(x)});{
y(x) = e7x_C2 + e−4x_C1 − 8

11
e−4x − 2 ex − 8 e−4 xx,

z(x) =
3

8
e7x_C2 − e−4 x_C1 − 3 ex − 3

11
e−4x + 8e−4 xx

}
.

Перепозначенням сталих цей розв’язок зводиться до роз-
в’язку, отриманого у прикладi 2 лекцiї 20.
Приклад 9. Зiнтегрувати систему{

y′ = 4y − z + xe3x + e3x sinx,
z′ = y + 2z + xe3x cos x

(приклад 3 лекцiї 20, стор. 261):
> dsolve({D(y)(x)=4*y(x)-z(x)+x*exp(3*x)*sin(x),

D(z)(x)=y(x)+2*z(x)+x*exp(3*x)*cos(x)},{y(x),z(x)});{
y(x) = −e3x(−_C2 − x_C1 + sin(x) + 2 cos(x) + x sin(x)),

z(x) = e3 x(_C2 + x_C1 −_C1 − 2 sin(x)− cos(x) + x cos(x))
}
.
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Приклад 10. Знайти розв’язок задачi Кошi

d2x

dt2
= 0,

d2y

dt2
= −g,

x(0) = 0, x′(0) = v0 cosα, y(0) = 0, y′(0) = v0 sinα

(задача 1 лекцiї 18, стор. 231):
> dsolve({(D@@2)(x)(t)=0,(D@@2)(y)(t)=-g,x(0)=0,y(0)=0,

D(x)(0)=v0*cos(alpha),D(y)(0)=v0*sin(alpha)},{x(t),
y(t)});{

x(t) = v0 cos(α)t, y(t) = −gt
2

2
+ v0 sin(α)t

}
.

Iншi приклади застосування математичного пакета Maple
для iнтегрування систем звичайних диференцiальних рiвнянь
можна знайти в [9, 12, 18].



Лекцiя 21. Лiнiйнi однорiднi рiвняння з частинними похiдними 269

Роздiл 4.
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI РIВНЯННЯ З

ЧАСТИННИМИ ПОХIДНИМИ
ПЕРШОГО ПОРЯДКУ

Лекцiя 21. Лiнiйнi однорiднi рiвняння з
частинними похiдними першого порядку

План

1. Зв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння з частинними по-
хiдними першого порядку з вiдповiдною системою характери-
стик.

2. Побудова загального розв’язку лiнiйного однорiдного рiв-
няння.

3. Задача Кошi для лiнiйного однорiдного рiвняння.

1. Зв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння з частин-
ними похiдними першого порядку з вiдповiдною систе-
мою характеристик. Багато моделей рiзноманiтних процесiв
i явищ технiки та математичної фiзики (коливання струни i
мембрани, теплопередача, дифузiя, газова динамiка та iншi)
приводять до диференцiальних рiвнянь з частинними похiдни-
ми.

Ми обмежимося викладом найпростiших вiдомостей теорiї
рiвнянь з частинними похiдними першого порядку, маючи за
мету показати зв’язок таких рiвнянь з системами звичайних
диференцiальних рiвнянь i навести методи побудови загаль-
ного розв’язку та розв’язку задачi Кошi, якi ґрунтуються на
цьому зв’язку. Рiвняння з частинними похiдними другого та
вищих порядкiв iнтегруються iншими методами, якi вивчати-
муться у курсi «Рiвняння математичної фiзики».
Диференцiальним рiвнянням з частинними похi-

дними називають спiввiдношення, яке мiстить невiдому фун-
кцiю вiд декiлькох змiнних, незалежнi змiннi та частиннi похi-
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днi невiдомої функцiї за незалежними змiнними. Порядок стар-
шої частинної похiдної, яка входить у рiвняння, називають по-
рядком рiвняння. Наприклад, диференцiальне рiвняння з ча-
стинними похiдними першого порядку має такий загальний ви-
гляд:

Φ

(
x1, x2, . . . , xn, u,

∂u

∂x1
,
∂u

∂x2
, . . . ,

∂u

∂xn

)
= 0, (21.1)

де u = u(x1, x2, . . . , xn) – шукана функцiя, ∂u
∂x1

, ∂u
∂x2

, . . . , ∂u
∂xn

– її
частиннi похiднi, Φ – задана неперервно диференцiйовна фун-
кцiя в деякiй областi G ⊂ R2n+1, причому в рiвняння (21.1)
принаймнi одна частинна похiдна входить обов’язково.

Багато фiзичних явищ описуються рiвняннями з частинни-
ми похiдними першого порядку. Наприклад, у газовiй динамi-
цi важливу роль вiдiграє рiвняння Хопфа ∂u

∂t + u∂u∂x = 0, де
u = u(t, x), а в оптицi вивчається рiвняння(

∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2

+

(
∂u

∂z

)2

= f(x, y, z),

де u = u(x, y, z), яке описує поширення свiтлових променiв у
неоднорiдному середовищi з показником заломлення f(x, y, z).
Розв’язком рiвняння (21.1) називають неперервно дифе-

ренцiйовну функцiю u = u(x1, x2, . . . , xn), яка перетворює рiв-
няння (21.1) у тотожнiсть для кожної точки (x1, x2, . . . , xn)⊂G.

Якщо u = u(x1, x2, . . . , xn) – розв’язок рiвняння (21.1), то
його графiк – поверхню u = u(x1, x2, . . . , xn) у просторi (n+1)-ї
змiнної x1, x2, . . . , xn, u – називають iнтегральною поверх-
нею рiвняння (21.1).

Розглянемо декiлька простих прикладiв вiдшукання роз-
в’язкiв рiвняння (21.1).

Приклад 1. Вiдшукати функцiю z = z(x, y) – розв’язок
рiвняння ∂z

∂x = 2x+ y − 1.
Розв’язання. Iнтегруючи обидвi частини за змiнною x, одер-
жуємо

z =

∫
(2x+ y − 1)dx = x2 + xy − x+ ϕ(y),
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де ϕ(y) – довiльна диференцiйовна функцiя змiнної y. �

Приклад 2. Зiнтегрувати рiвняння ∂2z
∂x∂y = 1.

Розв’язання. Iнтегруючи за змiнною x, маємо ∂z
∂y = x+ ϕ(y),

де ϕ(y) – довiльна диференцiйовна функцiя. Iнтегруючи тепер
останню рiвнiсть за змiнною y, одержуємо

z =

∫ (
x+ ϕ(y)

)
dy = xy + ϕ1(y) + ϕ2(x),

де ϕ1(y) =
∫
ϕ(y)dy, ϕ2(x) – довiльнi диференцiйовнi функцiї. �

З наведених прикладiв випливає, що розв’язки диференцi-
ального рiвняння з частинними похiдними першого порядку
можуть залежати вiд однiєї довiльної функцiї, а розв’язки рiв-
няння другого порядку – вiд двох довiльних функцiй. Пiзнiше
буде показано, що розв’язки рiвняння (21.1) можуть залежати
вiд однiєї неперервно диференцiйовної функцiї, кiлькiсть аргу-
ментiв якої (n− 1).

Якщо у рiвняннi (21.1) функцiя Φ залежить лiнiйно вiд ча-
стинних похiдних шуканої функцiї, то його називають лiнiй-
ним. Лiнiйне рiвняння можна записати у виглядi

f1(x1, x2, . . . , xn, u)
∂u

∂x1
+ f2(x1, x2, . . . , xn, u)

∂u

∂x2
+ . . .

. . .+ fn(x1, x2, . . . , xn, u)
∂u

∂xn
= R(x1, x2, . . . , xn, u). (21.2)

Якщо права частина рiвняння (21.2) тотожно дорiвнює ну-
лю, а коефiцiєнти f1, f2, . . . , fn не залежать вiд шуканої фун-
кцiї u, то маємо рiвняння

f1(x1, x2, . . . , xn)
∂u

∂x1
+ f2(x1, x2, . . . , xn)

∂u

∂x2
+ . . .

. . .+ fn(x1, x2, . . . , xn)
∂u

∂xn
= 0, (21.3)

яке називають лiнiйним однорiдним рiвнянням з ча-
стинними похiдними першого порядку. Вважаємо, що
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коефiцiєнти цього рiвняння визначенi та неперервнi разом з ча-
стинними похiдними за змiнними x1, x2, . . . , xn у деякому околi
заданої точки (x10, x20, . . . , xn0) i що у цiй точцi вони одночасно
не перетворюються у нуль, наприклад, fn(x10, x20, . . . , xn0) �= 0.
Очевидно, що рiвняння (21.3) має розв’язок u = c, де c – до-
вiльна стала.

Одночасно з рiвнянням (21.3) розглядатимемо систему зви-
чайних диференцiальних рiвнянь

dx1
f1(x1, x2, . . . , xn)

=
dx2

f2(x1, x2, . . . , xn)
= . . . =

dxn
fn(x1, x2, . . . , xn)

,

(21.4)
яка складається з (n−1)-го рiвняння. Систему (21.4) називають
системою характеристик (характеристичною систе-
мою). Систему характеристик можна записати також у вигля-
дi:

dx1
dxn

=
f1
fn
,

dx2
dxn

=
f2
fn
, . . . ,

dxn−1

dxn
=
fn−1

fn
. (21.5)

Доведемо двi теореми, якi встановлюють зв’язок мiж рiв-
нянням (21.3) i вiдповiдною системою характеристик (21.4).

Теорема 1. Кожний iнтеграл системи (21.4) є розв’язком
рiвняння (21.3).
Доведення. Нехай ψ(x1, x2, . . . , xn) – iнтеграл системи (21.4),
визначений у деякому околi точки (x10, x20, . . . , xn0). Тодi згi-
дно з означенням iнтеграла (лекцiя 18, п. 1) повний диференцi-
ал функцiї ψ внаслiдок системи (21.4) тотожно дорiвнює нулю,
тобто

dψ =
∂ψ

∂x1
dx1 +

∂ψ

∂x2
dx2 + . . .+

∂ψ

∂xn
dxn ≡ 0,

де диференцiали dx1, dx2, . . . , dxn−1 потрiбно замiнити вира-
зами, якi випливають з (21.5):

dx1 =
f1
fn
dxn, dx2 =

f2
fn
dxn, . . . , dxn−1 =

fn−1

fn
dxn.
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Таким чином,(
∂ψ

∂x1
· f1
fn

+
∂ψ

∂x2
· f2
fn

+ . . .+
∂ψ

∂xn

)
· dxn ≡ 0 ⇒

f1 · ∂ψ
∂x1

+ f2 · ∂ψ
∂x2

+ . . . + fn · ∂ψ
∂xn

≡ 0,

звiдки отримуємо, що функцiя u = ψ(x1, x2, . . . , xn) є розв’яз-
ком рiвняння (21.3). �
Теорема 2. Кожний розв’язок рiвняння (21.3) є iнтегра-

лом системи (21.4).
Доведення. Нехай u = ψ(x1, x2, . . . , xn) – розв’язок рiвняння
(21.3), причому u �= const. Тодi

f1 · ∂ψ
∂x1

+ f2 · ∂ψ
∂x2

+ . . . + fn · ∂ψ
∂xn

≡ 0. (21.6)

Знайдемо диференцiал функцiї ψ внаслiдок системи (21.4):

dψ =
∂ψ

∂x1
dx1 +

∂ψ

∂x2
dx2 + . . .+

∂ψ

∂xn
dxn =

=

(
∂ψ

∂x1

f1
fn

+
∂ψ

∂x2

f2
fn

+ . . .+
∂ψ

∂xn

)
dxn =

=
1

fn

(
f1
∂ψ

∂x1
+ f2

∂ψ

∂x2
+ . . .+ fn

∂ψ

∂xn

)
dxn,

звiдки, враховуючи (21.6), маємо тотожнiсть dψ ≡ 0, тобто ψ є
iнтегралом системи (21.4). �

Розглянемо, наприклад, рiвняння з частинними похiдними

x
∂u

∂x
+ 2y

∂u

∂y
− 3z

∂u

∂z
= 0.

Йому вiдповiдає система характеристик
dx

x
=
dy

2y
=

dz

−3z
,

яка має iнтеграли ψ1 = x3z, ψ2 = x
/√
y. Отже, функцiї

u1 = x3z, u2 = x
/√
y є розв’язками наведеного рiвняння з ча-

стинними похiдними, у чому можна переконатись, виконавши
перевiрку.
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2. Побудова загального розв’язку лiнiйного однорi-
дного рiвняння. Наступна теорема визначає спосiб побудови
загального розв’язку лiнiйного однорiдного рiвняння (21.3).

Теорема 3. Нехай

ψ1(x1, x2, . . . , xn), ψ2(x1, x2, . . . , xn), . . . , ψn−1(x1, x2, . . . , xn)

є незалежними iнтегралами системи (21.4). Тодi розв’язком
рiвняння (21.3) є функцiя

u = Φ(ψ1, ψ2, . . . , ψn−1), (21.7)

де Φ – довiльна функцiя, яка має неперервнi похiднi за змiн-
ними ψ1, ψ2, . . . , ψn−1.
Доведення. Пiдставляючи (21.7) у рiвняння (21.3) i беручи
до уваги, що функцiї ψ1, ψ2, . . . , ψn−1 є розв’язками рiвняння
(21.3), отримуємо:

f1
∂Φ

∂x1
+ f2

∂Φ

∂x2
+ . . .+ fn

∂Φ

∂xn
=

= f1

n−1∑
i=1

∂Φ

∂ψi

∂ψi
∂x1

+ f2

n−1∑
i=1

∂Φ

∂ψi

∂ψi
∂x2

+ . . .+ fn

n−1∑
i=1

∂Φ

∂ψi

∂ψi
∂xn

=

=
n−1∑
i=1

∂Φ

∂ψi

(
f1
∂ψi
∂x1

+ f2
∂ψi
∂x2

+ . . .+ fn
∂ψi
∂xn

)
≡ 0,

а це й означає, що функцiя (21.7) є розв’язком рiвняння
(21.3). �

Формулу (21.7) називають загальним розв’язком рiвня-
ння (21.3). Звертаємо увагу, що загальний розв’язок рiвнян-
ня з частинними похiдними першого порядку мiстить довiльну
функцiю, а не довiльнi сталi, як це було для звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь.

Приклад 3. Зiнтегрувати рiвняння

x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
+ z

∂u

∂z
= 0.
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Розв’язання. Складемо вiдповiдну систему характеристик

dx

x
=
dy

y
=
dz

z

i зiнтегруємо її: y/x = C1, z/x = C2, а тому iнтегралами є
ψ1 = y/x, ψ2 = z/x. Згiдно з (21.7) загальним розв’язком зада-
ного рiвняння є

u = Φ
(y
x
,
z

x

)
,

де Φ – довiльна неперервно диференцiйовна функцiя вiд ча-
сток y/x i z/x, тобто u є довiльною неперервно диференцiйов-
ною однорiдною функцiєю нульового вимiру змiнних x, y, z.
Наприклад, розв’язками заданого рiвняння є функцiї

u1 =
y

x
, u2 =

3y

x
+
z

x
, u3 =

(y
x

)2
, u4 = cos

z

x
, u5 = 2x/z.

Вiдповiдь: u = Φ(y/x, z/x).

З теореми 3 випливає, що задача про побудову загального
розв’язку рiвняння (21.3) рiвносильна задачi про вiдшукання
n−1 незалежних iнтегралiв вiдповiдної йому системи характе-
ристик (21.4).

У випадку двох незалежних змiнних, позначивши шукану
функцiю через z(x, y), маємо рiвняння

f1(x, y)
∂z

∂x
+ f2(x, y)

∂z

∂y
= 0. (21.8)

Вiдповiдна система характеристик вироджується в одне дифе-
ренцiальне рiвняння

dx

f1(x, y)
=

dy

f2(x, y)
. (21.9)

Якщо ψ(x, y) – iнтеграл рiвняння (21.9), то z = Φ(ψ(x, y)), де
Φ(ψ) – довiльна неперервно диференцiйовна функцiя вiд змiн-
ної ψ, буде загальним розв’язком рiвняння (21.8).

Приклад 4. Зiнтегрувати рiвняння y ∂z∂x − x∂z∂y = 0.
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Розв’язання. Вiдповiдна система характеристик вироджує-
ться у рiвняння з вiдокремлюваними змiнними: dx

y = dy
−x , iн-

тегралом якого є ψ = x2 + y2. Згiдно з теоремою 3 загальний
розв’язок заданого рiвняння має вигляд

z = Φ(x2 + y2).

З геометричної точки зору маємо сiм’ю поверхонь обертання
з вiссю обертання Oz. Таким чином, задане рiвняння є дифе-
ренцiальним рiвнянням усiх поверхонь обертання з вiссю обер-
тання Oz. Окремими випадками поверхонь z = Φ(x2 + y2) є
z = x2 + y2 (параболоїд обертання), z =

√
R2 − x2 − y2 (пiв-

сфера), z =
√
x2 + y2 (конус), z = c (площина).

Вiдповiдь: z = Φ(x2 + y2).

3. Задача Кошi для лiнiйного однорiдного рiвнян-
ня. Задача Кошi для рiвняння (21.3) полягає у знаходженнi
розв’язку u = u(x1, x2, . . . , xn), який для фiксованого значен-
ня однiєї з незалежних змiнних, наприклад xn, перетворюється
у задану неперервно диференцiйовну функцiю решти змiнних,
тобто задовольняє початкову умову:

u|xn=xn0 = ϕ(x1, x2, . . . , xn−1). (21.10)

У випадку, коли шукана функцiя залежить вiд двох незале-
жних змiнних, тобто для рiвняння (21.8), задача Кошi полягає
у вiдшуканнi такого розв’язку z = f(x, y), який задовольняє
початкову умову

z|x=x0 = ϕ(y),

де ϕ(y) – задана функцiя. Геометрично це означає, що се-
ред усiх iнтегральних поверхонь, якi визначаються рiвнянням
(21.8), шукається така поверхня z = f(x, y), яка проходить че-
рез задану криву z = ϕ(y) у площинi x = x0 (ця площина
паралельна до площини Oyz).

Згiдно з теоремою 3 загальний розв’язок рiвняння (21.3)
задається формулою (21.7), тобто

u = Φ(ψ1, ψ2, . . . , ψn−1).
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Пiдставляючи цю функцiю в (21.10), бачимо, що розв’язок за-
дачi Кошi (21.3), (21.10) зводиться до визначення вигляду фун-
кцiї Φ, яка задовольняє умову

Φ(ψ1, ψ2, . . . , ψn−1)|xn=xn0 = ϕ(x1, x2, . . . , xn−1).

Таким чином, одержуємо правило розв’язування задачi
Кошi (21.3), (21.10):

1) скласти вiдповiдну систему характеристик i знайти її
n− 1 незалежних iнтегралiв:

ψ1(x1, x2, . . . , xn), ψ2(x1, x2, . . . , xn), . . . , ψn−1(x1, x2, . . . , xn);

2) замiнити у знайдених iнтегралах незалежну змiнну xn
її початковим значенням xn = xn0:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

ψ1(x1, x2, . . . , xn−1, xn0) = ψ̄1,

ψ2(x1, x2, . . . , xn−1, xn0) = ψ̄2,

· · · · · · · · ·
ψn−1(x1, x2, . . . , xn−1, xn0) = ψ̄n−1

(21.11)

i розв’язати систему (21.11) вiдносно x1, x2, . . . , xn−1, тобто
знайти

x1 = ω1(ψ̄1, ψ̄2, . . . , ψ̄n−1), x2 = ω2(ψ̄1, ψ̄2, . . . , ψ̄n−1), . . . ,

xn−1 = ωn−1(ψ̄1, ψ̄2, . . . , ψ̄n−1);

3) побудувати функцiю

u = ϕ
(
ω1(ψ1, ψ2, . . . , ψn−1), ω2(ψ1, ψ2, . . . , ψn−1), . . . ,

ωn−1(ψ1, ψ2, . . . , ψn−1)
)
,

яка i буде розв’язком задачi Кошi.
Приклад 5. Знайти розв’язок задачi Кошi

x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
+ z

∂u

∂z
= 0, u|x=2 = y − z

3
.
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Розв’язання. Iнтегралами вiдповiдної системи характеристик
є ψ1 = y/x, ψ2 = z/x (див. приклад 3). Оскiльки

ψ1|x=2 = ψ̄1 =
y

2
, ψ2|x=2 = ψ̄2 =

z

2
,

то y = 2ψ̄1, z = 2ψ̄2, а тому шуканим розв’язком є

u = 2ψ1 − 2

3
ψ2 ⇒ u =

2(3y − z)
3x

. �

Приклад 6. Визначити iнтегральну поверхню рiвняння

(x2 + 1)
∂z

∂x
+ xy

∂z

∂y
= 0,

яка проходить через криву z = y2 у площинi x = 0.
Розв’язання. Вiдповiдна система характеристик вироджує-
ться у рiвняння з вiдокремлюваними змiнними dx

x2+1
= dy

xy , iн-
тегралом якого є функцiя ψ(x, y) = y√

x2+1
. Тодi ψ̄ = ψ|x=0 = y.

Звiдси y = ψ̄, а тому шуканою iнтегральною поверхнею є

z = ψ2(x, y) ⇒ z =
y2

x2 + 1
. �

Рекомендована лiтература: [1, с. 325 – 328], [3, с. 377 –
383], [5, с. 458 – 463], [7, с. 247 – 281], [16, с. 275 – 280].

Питання до лекцiї 21

1. Що називають диференцiальним рiвнянням з частинними по-
хiдними? Як визначити порядок такого рiвняння?

2. Що називають розв’язком рiвняння з частинними похiдними?
Який геометричний змiст має розв’язок рiвняння з двома незале-
жними змiнними?

3. Яке рiвняння називають лiнiйним рiвнянням з частинними по-
хiдними першого порядку? У якому випадку його називають одно-
рiдним?

4. Який вигляд має система характеристик для лiнiйного одно-
рiдного рiвняння з частинними похiдними першого порядку? Який
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зв’язок мiж лiнiйним однорiдним рiвнянням з частинними похiдними
першого порядку та вiдповiдною системою характеристик?

5. Як формулюється задача Кошi для рiвняння з частинними
похiдними першого порядку? Який геометричний змiст вона має у
випадку двох незалежних змiнних?

6. Як побудувати загальний розв’язок лiнiйного однорiдного рiв-
няння з частинними похiдними першого порядку? Як розв’язується
задача Кошi для цього рiвняння?

Вправи до лекцiї 21

1. Перевiрте, чи є вказанi функцiї розв’язками заданих рiвнянь
з частинними похiдними:

а) 2
√
x ∂z
∂x − y ∂z

∂y = 0, z =
√
x+ ln y;

б) (x2 + y2)∂u∂x + 2xy ∂u
∂y + xz ∂u

∂z = 0, u = x2−y2

z2 + 3;

в)
(
x+ z4

y

)
∂u
∂x + 2y ∂u

∂y + z ∂u
∂z = 0, u = z2+z3

y + 2xz.

2. Зiнтегруйте однорiднi рiвняння з частинними похiдними:

а) (x + 2y) ∂z∂x − y ∂z
∂y = 0; б) x∂u

∂x + yz ∂u
∂z = 0;

в) (x2y − x2y2)∂u∂x + y ∂u
∂y + ∂u

∂z = 0.

3. Розв’яжiть задачi Кошi:

а) x ∂z
∂x − y ∂z

∂y = 0, z|y=1 = 2x; б) ∂u
∂x + ∂u

∂y + 2∂u
∂z = 0, u|x=1 = yz.
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Лекцiя 22. Квазiлiнiйнi та нелiнiйнi рiвняння
з частинними похiдними першого порядку

План

1. Побудова загального розв’язку квазiлiнiйного рiвняння
першого порядку.

2. Задачi Кошi для квазiлiнiйного рiвняння першого поряд-
ку.

3. Нелiнiйнi рiвняння з частинними похiдними першого по-
рядку.

4. Рiвняння Пфаффа.

1. Побудова загального розв’язку квазiлiнiйного рiв-
няння першого порядку. Рiвняння вигляду

f1(x1, x2, . . . , xn, u)
∂u

∂x1
+ f2(x1, x2, . . . , xn, u)

∂u

∂x2
+ . . .

. . .+ fn(x1, x2, . . . , xn, u)
∂u

∂xn
= F (x1, x2, . . . , xn, u) (22.1)

називають лiнiйним неоднорiдним рiвнянням з частин-
ними похiдними першого порядку або квазiлiнiйним
рiвнянням. До цього ж типу будемо вiдносити й рiвняння,
у яких F ≡ 0, але хоча б один з коефiцiєнтiв fj залежить вiд
u. Вважаємо, що функцiї f1, f2, . . . , fn, F неперервно дифе-
ренцiйовнi в деякому околi заданої точки (x10, x20, . . . , xn0, u0).
Нехай, крiм того, fn(x10, x20, . . . , xn0, u0) �= 0.

Розв’язок рiвняння (22.1) шукаємо у неявному виглядi:

V (x1, x2, . . . , xn, u) = 0, (22.2)

де функцiя V має неперервнi частиннi похiднi за усiма ар-
гументами принаймнi в деякiй областi змiни x1, x2, . . . , xn, u,
причому V ′

u(x10, x20, . . . , xn0, u0) �= 0 (це гарантує те, що в
цiй областi рiвняння (22.2) визначає u як неявну функцiю вiд
x1, x2, . . . , xn).
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Здиференцiювавши (22.2) за змiнною xk, яка входить у
(22.2) явно i неявно через функцiю u, одержуємо:

∂V

∂xk
+
∂V

∂u
· ∂u
∂xk

= 0, k = 1, 2, . . . , n ⇒
∂u

∂xk
= − ∂V

∂xk
·
(
∂V

∂u

)−1

, k = 1, 2, . . . , n. (22.3)

Пiдставляючи вирази для частинних похiдних ∂u
∂xk

з (22.3) у
(22.1), пiсля простих перетворень вiдносно невiдомої функцiї V
одержуємо лiнiйне однорiдне рiвняння з частинними похiдними

f1(x1, x2, . . . , xn, u)
∂V

∂x1
+ f2(x1, x2, . . . , xn, u)

∂V

∂x2
+ . . .

. . .+fn(x1, x2, . . . , xn, u)
∂V

∂xn
+F (x1, x2, . . . , xn, u)

∂V

∂u
= 0. (22.4)

Щоб зiнтегрувати рiвняння (22.4), утворимо вiдповiдну си-
стему характеристик (п. 1 лекцiї 21):

dx1
f1

=
dx2
f2

= . . . =
dxn
fn

=
du

F
(22.5)

i припустимо, що нам вдалося вiдшукати n незалежних iнте-
гралiв цiєї системи:

ψ1 = ψ1(x1, x2, . . . , xn, u), ψ2 = ψ2(x1, x2, . . . , xn, u), . . .

ψn = ψn(x1, x2, . . . , xn, u).

Згiдно з теоремою 3 попередньої лекцiї загальний розв’язок рiв-
няння (22.4) можна записати у виглядi

V = Φ
(
ψ1, ψ2, . . . , ψn

)
, (22.6)

де Φ – довiльна неперервно диференцiйовна функцiя своїх ар-
гументiв.

Враховуючи (22.2), одержуємо шуканий розв’язок рiвняння
(22.1) у неявному виглядi

Φ
(
ψ1, ψ2, . . . , ψn

)
= 0. (22.7)
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Спiввiдношення (22.7), де Φ – довiльна неперервно ди-
ференцiйовна функцiя, називають загальним розв’язком
рiвняння (22.1). Якщо (22.7) вдасться розв’язати вiдносно
u, то одержимо загальний розв’язок у явному виглядi: u =
= u(x1, x2, . . . , xn), де u – неперервно диференцiйовна функцiя.

Систему (22.5) називають системою характеристик
квазiлiнiйного рiвняння (22.1).

Таким чином, для знаходження загального розв’язку рiв-
няння (22.1) потрiбно утворити вiдповiдну систему характе-
ристик, знайти n незалежних iнтегралiв цiєї системи i при-
рiвняти до нуля довiльну диференцiйовну функцiю цих iнте-
гралiв. Отримана при цьому рiвнiсть вигляду (22.7) буде за-
гальним розв’язком рiвняння (22.1) у неявному виглядi. Якщо
(22.7) можна розв’язати вiдносно u, то матимемо загальний
розв’язок у явному виглядi.

Приклад 1. Зiнтегрувати рiвняння x∂u∂x + y ∂u∂y + z ∂u∂z = u.
Розв’язання. Складемо вiдповiдну систему характеристик:
dx
x = dy

y = dz
z = du

u i знайдемо її iнтеграли: ψ1 = y/x, ψ2 = z/x,
ψ3 = u/x. Згiдно з (22.7) загальним розв’язком є

Φ
(y
x
,
z

x
,
u

x

)
= 0. (22.8)

Розв’язуючи (22.8) вiдносно u/x, одержуємо:

u

x
= f

(y
x
,
z

x

)
⇒ u = x · f

(y
x
,
z

x

)
,

де f – довiльна функцiя, а отже, розв’язком заданого рiвнян-
ня є довiльна однорiдна неперервно диференцiйовна функцiя
вимiру 1. �

Приклад 2. Зiнтегрувати рiвняння ex ∂z∂x + y2 ∂z∂y = yex.
Розв’язання. Запишемо вiдповiдну систему характеристик:

dx

ex
=
dy

y2
=

dz

yex
.

З рiвняння dx
ex = dy

y2
(це рiвняння з вiдокремленими змiнни-

ми) знаходимо перший iнтеграл y−1 − e−x = C1, а з рiвняння
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dy
y2

= dz
yex , враховуючи, що e

x = y
1−yC1

, маємо ще один перший

iнтеграл z− ln |y|−x
e−x−y−1 = C2. Таким чином, загальним iнтегралом

заданого рiвняння є Φ
(
1
y − e−x, z − ln |y|−x

e−x−y−1

)
= 0, а загальним

розв’язком –

z =
ln |y| − x
e−x − y−1

+ ϕ

(
1

y
− e−x

)
. �

2. Задачi Кошi для квазiлiнiйного рiвняння першо-
го порядку. Задача Кошi для квазiлiнiйного рiвняння (22.1),
так само, як i для лiнiйного однорiдного рiвняння, полягає у
знаходженнi такого розв’язку u = u(x1, x2, . . . , xn) цього рiвня-
ння, який задовольняє початкову умову:

u|xn=xn0 = ϕ(x1, x2, . . . , xn−1), (22.9)

де ϕ – задана неперервно диференцiйовна функцiя.
Покажемо, як знайти розв’язок задачi Кошi для рiвняння

(22.1), знаючи його загальний розв’язок (22.7). Як i для однорi-
дного рiвняння, все зводиться до визначення вигляду функцiї
Φ. Якщо записати початкову умову (22.9) у виглядi

u(x1, x2, . . . , xn−1, xn0)− ϕ(x1, x2, . . . , xn−1) = 0

i порiвняти її з (22.7), то бачимо, що функцiю Φ потрiбно ви-
брати так, щоб

Φ(ψ̄1, ψ̄2, . . . , ψ̄n−1) = u(x1, x2, . . . , xn−1, xn0)−
− ϕ(x1, x2, . . . , xn−1), (22.10)

де через ψ̄1, ψ̄2, . . . , ψ̄n позначено функцiї, якi отримуємо з iнте-
гралiв системи (22.5) замiною xn ї ї початковим значенням xn0,
тобто

ψ̄j = ψj(x1, x2, . . . , xn−1, xn0, u), j = 1, 2, . . . , n. (22.11)
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Розв’язуючи систему (22.11) вiдносно x1, x2, . . . , xn−1, u,
одержуємо:

xj = ωj(ψ̄1, ψ̄2, . . . , ψ̄n), j =1, 2, . . . , n− 1;

u = ω(ψ̄1, ψ̄2, . . . , ψ̄n).

Якщо тепер в якостi функцiї Φ взяти функцiю

Φ(ψ1, ψ2, . . . , ψn) = ω(ψ1, ψ2, . . . , ψn)−
− ϕ(ω1(ψ1, ψ2, . . . , ψn), . . . , ωn−1(ψ1, ψ2, . . . , ψn)

)
,

то умова (22.10), очевидно, справджується. Отже, формула

ω(ψ1, ψ2, . . . , ψn)−
− ϕ(ω1(ψ1, ψ2, . . . , ψn), . . . , ωn−1(ψ1, ψ2, . . . , ψn)

)
= 0 (22.12)

визначає розв’язок задачi Кошi (22.1), (22.9) у неявному ви-
глядi. Якщо (22.12) можна розв’язати вiдносно u, то одержимо
розв’язок u = u(x1, x2, . . . , xn) задачi Кошi у явному виглядi.

Таким чином, приходимо до такого правила розв’язува-
ння задачi Кошi для квазiлiнiйного рiвняння (22.1):

1) утворити вiдповiдну систему характеристик i знайти
n її незалежних iнтегралiв:

ψj(x1, x2, . . . , xn−1, xn, u), j = 1, . . . , n; (22.13)

2) замiнити в iнтегралах (22.13) незалежну змiнну xn її
заданим значенням xn = xn0:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

ψ1(x1, x2, . . . , xn−1, xn0, u) = ψ̄1,
ψ2(x1, x2, . . . , xn−1, xn0, u) = ψ̄2,

· · · · · · · · ·
ψn−1(x1, x2, . . . , xn−1, xn0, u) = ψ̄n−1

(22.14)

i розв’язати систему (22.14) вiдносно x1, x2, . . . , xn−1, u:

xj = ωj(ψ̄1, ψ̄2, . . . , ψ̄n), j = 1, . . . , n; u = ω(ψ̄1, ψ̄2, . . . , ψ̄n);
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3) утворити спiввiдношення

ω(ψ1, ψ2, . . . , ψn)−
− ϕ(ω1(ψ1, ψ2, . . . , ψn), . . . , ωn−1(ψ1, ψ2, . . . , ψn)

)
= 0, (22.15)

яке й визначатиме шуканий розв’язок задачi Кошi (22.1),
(22.9) у неявному виглядi. Якщо (22.15) можна розв’язати вiд-
носно u, то матимемо загальний розв’язок у явному виглядi.

Приклад 3. Знайти iнтегральну поверхню рiвняння

x
∂z

∂x
− 2y

∂z

∂y
= x2 + y2

яка проходить через лiнiю y = 2, z = x2.
Розв’язання. Запишемо вiдповiдну систему характеристик:

dx

x
=

dy

− 2y
=

dz

x2 + y2
.

Першими iнтегралами цiєї системи, як легко перевiрити, є

yx2 = C1 i x2
/
2− y2/4− z = C2.

Отже, загальний iнтеграл рiвняння можна записати у виглядi
Φ
(
yx2, x2

/
2− y2/4− z) = 0, а загальним розв’язком є

z = x2
/
2− y2/4 + ϕ(yx2). (22.16)

Функцiя ϕ згiдно з початковою умовою задовольняє рiвня-
ння

x2 = x2
/
2− 1 + ϕ(x2) при ϕ(t) = t/2 + 1.

Отже, ϕ(yx2) = yx2
/
2 + 1, а з (22.16) знаходимо розв’язок

заданої задачi Кошi:

z =
x2

2
− y2

4
+
yx2

2
+ 1. �
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3. Нелiнiйнi рiвняння з частинними похiдними пер-
шого порядку. Розглянемо нелiнiйне рiвняння з частинними
похiдними першого порядку з двома незалежними змiнними. У
загальному випадку таке рiвняння можна записати у виглядi

F (x, y, z, p, q) = 0, (22.17)

де z = z(x, y) – шукана функцiя, p = ∂z
∂x , q =

∂z
∂y , F – задана не-

перервно диференцiйовна функцiя своїх аргументiв у деякому
околi початкової точки (x0, y0, z0, p0, q0), яка залежить вiд p i q
нелiнiйно.

Виявляється, що задача iнтегрування одного рiвняння ви-
гляду (22.17) є складнiшою, нiж iнтегрування системи двох су-
мiсних рiвнянь вигляду (22.17).

Розглянемо систему{
F (x, y, z, p, q) = 0,
G(x, y, z, p, q) = 0

i припустимо, що у деякiй областi змiни x, y, z, p, q цю систему
можна розв’язати вiдносно p i q, тобто{

p = A(x, y, z),
q = B(x, y, z),

(22.18)

де функцiї A i B – неперервно диференцiйовнi в деякому околi
початкової точки (x0, y0, z0).

Знайдемо необхiдну умову сумiсностi системи (22.18). При-
пустимо, що розв’язок z = z(x, y) цiєї системи має неперерв-
нi частиннi похiднi ∂z

∂x ,
∂z
∂y ,

∂2z
∂x∂y ,

∂2z
∂y∂x у деякому околi точки

(x0, y0).
Диференцiюючи рiвняння системи (22.18) за змiнними y i x

вiдповiдно, одержуємо:

∂ 2z

∂y∂x
=
∂A

∂y
+
∂A

∂z
· ∂z
∂y

⇒ ∂ 2z

∂y∂x
=
∂A

∂y
+
∂A

∂z
· B,

∂ 2z

∂x∂y
=
∂B

∂x
+
∂B

∂z
· ∂z
∂x

⇒ ∂ 2z

∂x∂y
=
∂B

∂x
+
∂B

∂z
·A.
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Прирiвнюючи обидва вирази для другої мiшаної похiдної
(результат не залежить вiд порядку диференцiювання), одер-
жуємо необхiдну умову сумiсностi системи (22.18):

∂A

∂y
+B

∂A

∂z
− ∂B

∂x
−A ∂B

∂z
= 0. (22.19)

Рiвнiсть (22.19) перетвориться у тотожнiсть, якщо замiсть
z пiдставити розв’язок z(x, y) системи (22.18). Якщо умова
(22.19) не виконується тотожно, то (22.19) – рiвняння з трьо-
ма змiнними x, y, z, яке визначає z як функцiю вiд x i y,
z = z(x, y), i попереднi мiркування показують, що розв’язок
системи (22.18), якщо вiн iснує, не може бути iншим, нiж цiєю
функцiєю. Чи є функцiя z = z(x, y) розв’язком системи (22.18),
легко перевiрити за допомогою пiдстановки.

З’ясуємо, за яких умов система (22.18) має безлiч розв’яз-
кiв, тобто через кожну точку (x0, y0, z0) деякої областi про-
стору проходить iнтегральна поверхня, яка вiдповiдає певно-
му розв’язку. У цьому випадку умова (22.19) повинна вико-
нуватись у кожнiй точцi згаданої областi, тобто тотожно для
(x, y, z).

Отже, тотожне виконання умови (22.19) необхiдне для то-
го, щоб система (22.18) мала безлiч розв’язкiв, якi залежать
принаймнi вiд однiєї довiльної сталої. Можна показати, що то-
тожне виконання умови (22.19) є також достатнiм для сумiсно-
стi системи (22.18), тобто за виконання цiєї умови знаходження
спiльних розв’язкiв системи (22.18) зводиться до iнтегрування
двох звичайних диференцiальних рiвнянь.

Приклад 4. Зiнтегрувати систему рiвнянь

∂z

∂x
= z + yz,

∂z

∂y
= z2 + 2xz.

Розв’язання. Вираз для лiвої частини рiвностi (22.19):

∂A

∂y
+B

∂A

∂z
− ∂B

∂x
−A ∂B

∂z
=

= z+(z2 +2xz)(1+ y)− 2z − (z+ yz)(2z+2x) =−z(1+ z+ yz)
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не дорiвнює тотожно нулю. Прирiвнюючи його до нуля, одер-
жуємо, що z = 0 i z = − 1

1+y . За допомогою пiдстановки пере-
конуємось, що тiльки функцiя z = 0 є розв’язком системи.
Вiдповiдь: z = 0.

Приклад 5. Зiнтегрувати систему рiвнянь

∂z

∂x
= y2,

∂z

∂y
=

1

y2
+

2z

y
− y2.

Розв’язання. Умова сумiсностi (22.19) виконується тотожно:

∂A

∂y
+B

∂A

∂z
− ∂B

∂x
−A ∂B

∂z
= 2y − 2

y
· y2 ≡ 0.

Iнтегруючи перше рiвняння заданої системи за змiнною x,
знаходимо

z =

∫
y2dx = xy2 + u(y), (22.20)

де u(y) – довiльна диференцiйовна функцiя змiнної y.
Пiдставляючи в друге рiвняння системи, одержуємо:

2xy + u′(y) =
1

y2
+ 2xy +

2u

y
− y2 ⇒ u′(y)− 2u

y
=

1

y2
− y2.

Маємо лiнiйне рiвняння першого порядку вiдносно невiдомої
функцiї u. Його загальним розв’язком є u = − 1

3y − y3+Cy2, де
C – довiльна стала. Пiдставляючи цей вираз для u у (22.20),
одержуємо загальний розв’язок системи:

z = xy2 − y3 − 1

3y
+ Cy2. �

4. Рiвняння Пфаффа. Рiвнянням Пфаффа називають
рiвняння вигляду

P (x, y, z)dx +Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz = 0. (22.21)

У рiвняння (22.21) змiннi x, y, z входять рiвноправно, а отже,
будь-яку з них можна прийняти за шукану функцiю. Припу-
стимо, що коефiцiєнти P , Q, R визначенi та неперервнi разом
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з частинними похiдними першого порядку в околi початкової
точки (x0, y0, z0) i у цiй точцi одночасно не перетворюються в
нуль. Нехай, наприклад, R(x0, y0, z0) �= 0. Тодi рiвняння (22.21)
можна записати у виглядi

dz = −P
R
dx− Q

R
dy.

Знайдемо умову, за якої рiвняння Пфаффа має сiм’ю
розв’язкiв (iнтегральних поверхонь), залежну вiд однiєї довiль-
ної сталої. Оскiльки на кожнiй iнтегральнiй поверхнi z = z(x, y)
справджується спiввiдношення dz = ∂z

∂x dx+ ∂z
∂y dy, то

∂z

∂x
dx+

∂z

∂y
dy = − P

R
dx− Q

R
dy.

Звiдси, враховуючи незалежнiсть диференцiалiв dx i dy, одер-
жуємо, що шуканi iнтегральнi поверхнi повиннi задовольняти
систему рiвнянь

∂z

∂x
= − P

R
,

∂z

∂y
= −Q

R
. (22.22)

Таким чином, рiвняння Пфаффа (22.21) рiвносильне системi
(22.22) i, отже, необхiдно з’ясувати умови повної iнтегровностi
цiєї системи.

Записуючи умову (22.19) для системи (22.22), маємо:

− 1

R

∂P

∂y
+

P

R2

∂R

∂y
+

(
− 1

R

∂P

∂z
+

P

R2

∂R

∂z

)(
− Q
R

)
=

= − 1

R

∂Q

∂x
+

Q

R2

∂R

∂x
+

(
− 1

R

∂Q

∂z
+

Q

R2

∂R

∂z

)(
− P
R

)
.

Домножуючи обидвi частини на R2 i згрупувавши доданки
вiдносно P , Q i R, одержуємо рiвнiсть

P

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
+Q

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
+R

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
= 0. (22.23)
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Для зручностi запам’ятовування рiвнiсть (22.23) можна за-
писати у виглядi умовної рiвностi∣∣∣∣∣∣∣

P Q R
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

якщо визначник «розкласти» за елементами першого рядка.
Якщо умова (22.23) виконується тотожно, то її називають

умовою повної iнтегровностi рiвняння Пфаффа. За ви-
конання цiєї умови iнтегрування рiвняння Пфаффа зводиться
до iнтегрування системи (22.22). При цьому iснує сiм’я розв’яз-
кiв, яка мiстить одну довiльну сталу.

Приклад 6. Зiнтегрувати рiвняння Пфаффа

(2x2 + 2xz + 2xy2 − 1)dx− 2ydy − dz = 0.

Розв’язання. Оскiльки умова (22.23) повної iнтегровностi ви-
конується тотожно:

(2x2+2xz+2xy2−1)·(0−0)+(−2y)·(2x−0)+(−1)·(0−4xy) ≡ 0,

то задане рiвняння має сiм’ю iнтегральних поверхонь, залежну
вiд довiльної сталої. Вважаючи шуканою функцiєю z = z(x, y),
замiнимо задане рiвняння рiвносильною системою

∂z

∂x
= 2x2 + 2xz + 2xy2 − 1,

∂z

∂y
= −2y (22.24)

i перевiримо для неї виконання умови сумiсностi (22.19):

4xy + 2x(−2y)− 0− 0 · (2x2 + 2xz + 2xy2 − 1) ≡ 0.

Отже, систему (22.24) можна зiнтегрувати. Перше з рiвнянь
у (22.24) лiнiйне вiдносно z (якщо зафiксувати y). Iнтегруючи
його (за формулою (4.6) з лекцiї 4), знаходимо

z = ex
2

(∫
(2x2 + 2xy2 − 1)e−x

2
dx+ C(y)

)
,
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де C(y) – довiльна диференцiйовна функцiя змiнної y. Оскiль-
ки∫
(2x2 +2xy2− 1)e−x

2
dx = −y2e−x2+

∫
2x2e−x

2
dx−

∫
e−x

2
dx =

= −y2e−x2− xe−x2 +
∫
e−x

2
dx−

∫
e−x

2
dx = −(y2 + x)e−x

2
,

то

z = ex
2
(
C(y)− (y2 + x)e−x

2
)
⇒ z = C(y)ex

2− y2 − x.

Виберемо тепер C(y) так, щоб функцiя z задовольняла друге
рiвняння з (22.24). Диференцiюючи z = C(y)ex

2 − y2 − x за
змiнною y, маємо:

∂z

∂y
= C ′(y)ex

2− 2y ⇒ C ′(y)ex
2− 2y = − 2y ⇒

C(y) = C ⇒ z = Cex
2− y2 − x. �

Рекомендована лiтература: [3, с. 383 – 456], [5, с. 463 –
470], [7, с. 282 – 300], [13, с. 325 – 344], [16, с. 280 – 305].

Питання до лекцiї 22

1. Яке рiвняння з частинними похiдними першого порядку нази-
вають квазiлiнiйним?

2. Який вигляд має система характеристик для квазiлiнiйного
рiвняння з частинними похiдними першого порядку?

3. Як побудувати загальний розв’язок квазiлiнiйного рiвняння з
частинними похiдними першого порядку?

4. Як формулюється задача Кошi для квазiлiнiйного рiвняння з
частинними похiдними першого порядку? Як знайти розв’язок зада-
чi Кошi для квазiлiнiйного рiвняння з частинними похiдними пер-
шого порядку?

5. Який загальний вигляд має система нелiнiйних рiвнянь з ча-
стинними похiдними першого порядку з двома незалежними змiнни-
ми? Як iнтегруються така система?

6. Що називають рiвнянням Пфаффа? Якiй системi рiвносильне
це рiвняння? Якою є умова повної iнтегровностi рiвняння Пфаффа?
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Вправи до лекцiї 22

1. Зiнтегруйте квазiлiнiйнi рiвняння:

а) xy ∂z
∂x − y2 ∂z

∂y = x2; б) xz3 ∂z
∂x + yz3 ∂z

∂y = x2y2.

2. Знайдiть iнтегральнi поверхнi рiвнянь, якi проходять через
заданi лiнiї:

а) y2 ∂z
∂x + xy ∂z

∂y = x, x = 0, z = y2;
б) x ∂z

∂x + y ∂z
∂y = z − xy, x = 2, z = y2 + 1.

3. Знайдiть поверхнi, якi задовольняють рiвняння Пфаффа:

а) (x− y)dx+ z dy − xdz = 0; б) 3yz dx+ 2xz dy + xydz = 0.

Додаток 4.
Застосування математичного пакета Maple

для iнтегрування рiвнянь з частинними похiдними
першого порядку

Для iнтегрування диференцiальних рiвнянь з частинними
похiдними в Maple використовується команда pdsolve, подiбна
до команди dsolve, див. [9, 12, 18].
Приклад 1. Зiнтегрувати рiвняння з частинними похiдни-

ми першого порядку ∂z
∂x = 2x+ y − 1, де z = z(x, y) (приклад 1

лекцiї 21, стор. 270):
> pdsolve(diff(z(x,y),x)=2*x+y-1);

z(x, y) = x2 + yx− x+_F1 (y).

Приклад 2. Зiнтегрувати рiвняння з частинними похiдни-
ми другого порядку ∂2z

∂x∂y = 1 (приклад 2 лекцiї 21, стор. 271):
> pdsolve(diff(z(x,y),y,x)=1);

z(x, y) = _F2 (x) +_F1 (y) + yx.

Приклад 3. Зiнтегрувати лiнiйне однорiдне рiвняння з ча-
стинними похiдними першого порядку y ∂z∂x−x∂z∂y = 0 (приклад 4
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лекцiї 21, стор. 275):
> pdsolve(y*diff(z(x,y),x)-x*diff(z(x,y),y)=0);

z(x, y) = _F1
(
x2 + y2

)
.

Приклад 4. Зiнтегрувати лiнiйне однорiдне рiвняння з ча-
стинними похiдними першого порядку x∂u∂x + y ∂u∂y + z ∂u∂z = 0
(приклад 3 лекцiї 21, стор. 274):
> pdsolve(x*diff(u(x,y,z),x)+y*diff(u(x,y,z),y)+

z*diff(u(x,y,z),z)=0);

u(x, y, z) = _F1
(y
x
,
z

x

)
.

Приклад 5. Зiнтегрувати квазiлiнiйне рiвняння з частин-
ними похiдними першого порядку x∂u∂x + y ∂u∂y + z ∂u∂z = u (при-
клад 1 лекцiї 22, стор. 282):
> pdsolve(x*diff(u(x,y,z),x)+y*diff(u(x,y,z),y)+

z*diff(u(x,y,z),z)=u(x,y,z));

u(x, y, z) = _F1
(y
x
,
z

x

)
x.

Приклад 6. Зiнтегрувати квазiлiнiйне рiвняння з частин-
ними похiдними першого порядку

ex
∂z

∂x
+ y2

∂z

∂y
= yex

(приклад 2 лекцiї 22, стор. 282):
> pdsolve(exp(x)*diff(z(x,y),x)+y^2*diff(z(x,y),y)=

y*exp(x)) assuming real;

z(x, y) = − yexx

y − ex
− yex ln

(
y−1

)
y − ex

+_F1

(
−(y − ex) e−x

y

)
.

Конструкцiя assuming real вжита для того, щоб програма
зробила деякi спрощення розв’язку в припущеннi, що всi змiн-
нi i функцiї є дiйсними. Зауваження щодо вiдсутностi модуля
в аргументу логарифма див. на стор. 117 у прикладi 12.
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Приклад 7. Знайти iнтегральну поверхню лiнiйного одно-
рiдного рiвняння з частинними похiдними першого порядку

(x2 + 1)
∂z

∂x
+ xy

∂z

∂y
= 0,

яка при x = 0 проходить через криву z = y2 (приклад 6 ле-
кцiї 21, стор. 278).

За допомогою математичного пакета Maple не можна зна-
йти розв’язок задачi Кошi для рiвняння з частинними похiдни-
ми в аналiтичному виглядi (у виглядi формули). Але команда
PDEplot з пакета PDEtools дозволяє побудувати вiдповiдну iн-
тегральну поверхню наближеними методами (команда описана
у додатку 6 на стор. 339):
> PDEtools[PDEplot]((x^2+1)*diff(z(x,y),x)+

x*y*diff(z(x,y),y)=0,[0,t,t^2],t=-10..10,z=0..20,
x=-10..10,numchar=200,scaling=constrained);

Рис. 1
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Чорна лiнiя на рис. 1 – це парабола z = y2, побудована
у площинi x = 0. Пропонуємо читачам самостiйно побудувати
графiк функцiї z = y2

x2+1
(розв’язку прикладу 6 лекцiї 21) за до-

помогою команди plot3d, опис якої є у додатку 6 на стор. 338.
Приклад 8. Знайти iнтегральну поверхню квазiлiнiйного

рiвняння

x
∂z

∂x
− 2y

∂z

∂y
= x2 + y2,

яка при y = 2 проходить через криву z = x2 (приклад 3 ле-
кцiї 22, стор. 285).

Для побудови шуканої iнтегральної поверхнi знову викори-
стаємо команду PDEplot з пакета PDEtools:
> PDEtools[PDEplot](x*diff(z(x,y),x)-2*y*diff(z(x,y),y)

=x^2+y^2,[t,2,t^2],t=-3..3,y=1..10);

Рис. 2
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Чорна лiнiя на рис. 2 – це крива з початкових умов, через
яку проходить iнтегральна поверхня.
Приклад 9. Зiнтегрувати систему рiвнянь з частинними

похiдними першого порядку

∂z

∂x
= z + yz,

∂z

∂y
= z2 + 2xz

(приклад 4 лекцiї 22, стор. 287):
> pdsolve({diff(z(x,y),x)=z(x,y)+y*z(x,y),

diff(z(x,y),y)=z(x,y)^2+2*x*z(x,y)});

{z(x, y) = 0}.

Приклад 10. Зiнтегрувати систему рiвнянь з частинними
похiдними

∂z

∂x
= y2,

∂z

∂y
=

1

y2
+

2z

y
− y2

(приклад 5 лекцiї 22, стор. 288):
> pdsolve({diff(z(x,y),x)=y^2,diff(z(x,y),y)=1/y^2+

2*z(x,y)/y-y^2});

{z(x, y) = −1− 3 y4 + (3x+ 3_C1 ) y3

3 y
}.

Iншi приклади застосування математичного пакета Maple
для iнтегрування диференцiальних рiвнянь з частинними по-
хiдними можна знайти в [9, 12, 18].
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Роздiл 5.
ЕЛЕМЕНТИ ТЕОРIЇ СТIЙКОСТI

Лекцiя 23. Основи теорiї стiйкостi розв’язкiв
диференцiальних рiвнянь

План

1. Основнi означення й поняття.
2. Дослiдження на стiйкiсть точок спокою.
3. Стiйкiсть за першим наближенням.
4. Критерiї Рауса – Гурвiца, Л’єнара – Шипара.

1. Основнi означення й поняття. Створюючи прилади
чи конструкцiї, якi вiдповiдають певним умовам, необхiдно зна-
ти, як вестиме себе об’єкт при невеликих перерозподiлах сил
або при змiнi початкових умов. Той об’єкт, експлуатацiйнi па-
раметри якого не реагують на цi змiни, називають стiйким.

Взагалi, створюючи диференцiальну модель деякої прикла-
дної задачi, зазвичай цiкавляться не загальним, а частинним
розв’язком диференцiального рiвняння, тобто розв’язком, який
задовольняє певнi початковi умови. Останнi, як правило, беру-
ться з дослiду чи експерименту, а тому за їх абсолютну точнiсть
ручатися не можна. Маючи це на увазi, деколи припускають,
що незначнi змiни початкових умов викликають незначну змi-
ну самого розв’язку, iнакше кажучи, що розв’язок неперервно
залежить вiд початкових умов. Але часто незначнi змiни по-
чаткових умов зумовлюють iстотнi вiдхилення розв’язкiв. Та-
кi розв’язки називають нестiйкими. Вони навiть наближено не
описують явище чи процес, якi розглядаються. Отже, одним
з основних є питання про так звану стiйкiсть розв’язкiв ди-
ференцiальних рiвнянь щодо рiзного роду збурень їх вхiдних
даних, тобто неточностей задання цих даних (початкових да-
них, правих частин рiвнянь тощо).

Питання стiйкостi розв’язкiв диференцiальних рiвнянь –
предмет теорiї стiйкостi розв’язкiв. Теорiя стiйкостi за-
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стосовується у багатьох областях науки i природознавства, на-
приклад, механiцi, екологiї, бiологiї, економiцi та iнших науках.

Перейдемо до викладення основних понять теорiї стiйко-
стi бiльш строго. Позначимо через y1 = y1(t), y2 = y2(t), . . . ,
yn = yn(t) дiйснi функцiї, якi характеризують стан механiчного,
електромеханiчного чи iншого явища або процесу. Наприклад,
так можуть позначатися координати, швидкостi, сили струмiв,
величини напруг, температури або функцiї цих величин. При-
пустимо, що процес змiни величин y1, y2, . . . , yn з часом t опи-
сується нормальною системою диференцiальних рiвнянь

dyj
dt

= fj(t, y1, y2, . . . , yn), j = 1, 2, . . . , n, (23.1)

з початковими умовами

y1(t0) = y10, y2(t0) = y20, . . . , yn(t0) = yn0. (23.2)

Якщо розглядати y1, y2, . . . , yn як координати рухомої то-
чки, то кожний розв’язок задачi (23.1), (23.2) називатимемо
рухом.

Якщо систему (23.1) розглядати на скiнченному промiжку
|t − t0| < T , то вiдповiдь на питання про вплив малих змiн
початкових умов (23.2) на вiдхилення розв’язкiв системи дає
теорема 5 з лекцiї 8. Але у практичних задачах аргумент (ним,
як правило, є час) може необмежено зростати. Тодi ця тео-
рема не гарантує неперервної залежностi розв’язкiв вiд поча-
ткових умов, тобто незначна змiна початкових умов може ви-
кликати iстотнi змiни у поведiнцi розв’язку при необмеженому
зростаннi значення аргумента. Отже, надалi вважатимемо, що
t ∈ [T,+∞), тобто час може необмежено зростати.

Розв’язок yj = ϕj(t), j = 1, 2, . . . , n, системи (23.1) назива-
ють стiйким, якщо для будь-яких ε > 0 i t0 � T iснує чи-
сло δ = δ(ε) > 0 таке, що довiльний iнший розв’язок yj = yj(t),
j = 1, 2, . . . , n, цiєї ж системи, початковi значення yj(t0) якого
задовольняють нерiвностi

|yj(t0)− ϕj(t0)| < δ, j = 1, 2, . . . , n, (23.3)
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визначений для всiх t � t0 i справджуються нерiвностi

|yj(t)− ϕj(t)| < ε, j = 1, 2, . . . , n, t � t0. (23.4)

Iншими словами, розв’язок yj = ϕj(t), j = 1, 2, . . . , n, си-
стеми (23.1) є стiйким, якщо кожний розв’язок yj = yj(t),
j = 1, 2, . . . , n, системи (23.1) з початковими умовами з δ-околу
точки ϕj(t0), j = 1, 2, . . . , n, при t0 � t < +∞ iснує i не вихо-
дить з ε-околу графiка розв’язку yj = ϕj(t), j = 1, 2, . . . , n.

Розв’язок yj = ϕj(t), j = 1, 2, . . . , n, називають асимпто-
тично стiйким, якщо:

1) вiн стiйкий;
2) усi розв’язки yj = yj(t), j = 1, 2, . . . , n, системи (23.1) з

достатньо близькими початковими умовами при t → +∞ не-
обмежено наближаються до ϕj(t), j = 1, 2, . . . , n, тобто з нерiв-
ностi (23.3) випливає, що

lim
t→+∞ |yj(t)− ϕj(t)| = 0, j = 1, 2, . . . , n. (23.5)

Зауважимо, що умови 1 i 2 цього означення незалежнi: з
умови 1 не випливає умова 2 (бо з (23.4) не випливає (23.5)), а
з умови 2 означення не завжди випливає умова 1.

Розв’язок yj = ϕj(t), j = 1, 2, . . . , n, системи (23.1) назива-
ють нестiйким, якщо вiн не є стiйким. Це означає, що iснує
таке ε > 0, що для будь-якого як завгодно малого δ > 0 зна-
йдеться розв’язок системи (23.1) yj = yj(t), j = 1, 2, . . . , n, для
якого при виконаннi нерiвностей (23.3) принаймнi для одного
значення j матимемо, що |yj(t)− ϕj(t)| � ε для деякого t � t0.

Як правило, для доведення нестiйкостi розв’язку кори-
стуються необмеженiстю рiзницi |yj(t) − ϕj(t)| на iнтервалi
[t0,+∞) або тим, що ця рiзниця стає нескiнченно великою, коли
t→ +∞.

Розв’язок (рух), який вiдповiдає початковим даним t0, y10,
y20, . . . , yn0, називають незбуреним, а розв’язок зi змiненими
початковими даними t0, ỹ10, ỹ20, . . . , ỹn0 – збуреним розв’яз-
ком (рухом).
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Приклад 1. Дослiдити на стiйкiсть розв’язки задачi Ко-
шi y′ = ky, y(t0) = y0.
Розв’язання. Загальним розв’язком рiвняння є y(t) = Cekt, а
розв’язком заданої задачi –

y(t) = y0e
k(t−t0). (23.6)

Задамо iншу початкову умову ỹ(t0) = ỹ0. Тодi розв’язком
цiєї задачi (збуреним розв’язком) є

ỹ(t) = ỹ0e
k(t−t0). (23.7)

Оцiнимо рiзницю розв’язкiв (23.6) i (23.7):

|y(t)− ỹ(t)| =
∣∣∣y0ek(t−t0) − ỹ0ek(t−t0)∣∣∣ = ek(t−t0) |y0 − ỹ0|. (23.8)

Якщо k < 0, то ek(t−t0) < 1 для всiх t � t0. Отже, якщо
|y0 − ỹ0| < δ = ε, то з (23.8) маємо, що

|y(t)− ỹ(t)| < |y0 − ỹ0| < ε,

тобто розв’язок стiйкий. У цьому випадку розв’язок також
асимптотично стiйкий, оскiльки

lim
t→+∞ |y(t)− ỹ(t)| = lim

t→+∞ |y0 − ỹ0|e
k(t−t0) = 0.

Якщо k > 0, то розв’язок (23.6) нестiйкий, бо яким би не
було число t0, для t � t0, y0 �= ỹ0, рiзниця розв’язкiв (23.6)
i (23.7) при зростаннi t стає нескiнченно великою, оскiльки
lim

t→+∞ |y0 − ỹ0|e
k(t−t0) = +∞.

Якщо k = 0, то розв’язок y = y0 стiйкий, але не асимптоти-
чно стiйкий, бо вираз |y0−ỹ0| не прямує до нуля, коли t→ +∞.
Вiдповiдь: Розв’язок стiйкий, якщо k � 0, у тому числi асим-
птотично стiйкий, якщо k < 0, i нестiйкий, якщо k > 0.
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2. Дослiдження на стiйкiсть точок спокою. Дослiдже-
ння на стiйкiсть заданого розв’язку ϕ1(t), . . . , ϕn(t) системи
(23.1) можна звести до дослiдження на стiйкiсть тривiального
(нульового) розв’язку деякої iншої системи. Для цього у систе-
мi (23.1) перейдемо до нових невiдомих функцiй

xj(t) = yj(t)− ϕj(t), j = 1, 2, . . . , n. (23.9)

Отже, невiдомi функцiї xj(t), j = 1, 2, . . . , n, – це вiдхилення
старих невiдомих функцiй вiд функцiй, якi входять у розв’язок,
що дослiджується на стiйкiсть. Величини xj(t), j = 1, 2, . . . , n,
називають збуреннями. Пiдставляючи (23.9) в (23.1), маємо

y′j(t) = x′j(t) + ϕ′
j(t) = fj(t, x1(t) + ϕ1(t), . . . , xn(t) + ϕn(t)) ⇒

x′j = fj(t, x1 + ϕ1, . . . , xn + ϕn)− fj(t, ϕ1, . . . , ϕn), (23.10)

де j = 1, 2, . . . , n. Рiвняння (23.10) називають диференцiальни-
ми рiвняннями збуреного руху. Кожному руховi системи (23.1)
вiдповiдає частинний розв’язок системи (23.10). Зокрема, не-
збуреному руховi системи (23.1) вiдповiдає тривiальний розв’я-
зок

xj(t) ≡ 0, j = 1, 2, . . . , n, (23.11)

системи (23.10). Розв’язок (23.11) характерний тим, що точка
(x1(t), . . . , xn(t)) не рухається зi змiною t, а знаходиться на мi-
сцi. Тривiальний розв’язок системи (23.10) i точку (0, 0, . . . , 0)
у цьому випадку називають положенням рiвноваги системи
(23.10) або точкою спокою.

Отже, задача дослiдження стiйкостi (асимптотичної стiй-
костi, нестiйкостi) точки спокою системи (23.10) рiвносильна
задачi дослiдження стiйкостi (асимптотичної стiйкостi, нестiй-
костi) розв’язку системи (23.1). З урахуванням цього означен-
ня стiйкостi та асимптотичної стiйкостi можемо сформулювати
iнакше.

Нехай у системi (23.1) fj(t, 0, . . . , 0) = 0, j = 1, 2, . . . , n. Три-
вiальний розв’язок ϕj(t) ≡ 0, j = 1, 2, . . . , n, системи (23.1) на-
зивають стiйким, якщо для довiльного ε > 0 iснує δ(ε) > 0
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таке, що кожний розв’язок yj = yj(t), j = 1, 2, . . . , n, тiєї ж
системи, початковi значення yj(t0) якого задовольняють нерiв-
ностi |yj(t0)| < δ, j = 1, 2, . . . , n, визначений для всiх t � t0 i
виконуються нерiвностi |yj(t)| < ε, j = 1, 2, . . . , n, для t � t0.
Якщо, крiм того, lim

t→+∞ |yj(t)| = 0, j = 1, 2, . . . , n, то тривi-

альний розв’язок ϕj(t) ≡ 0, j = 1, 2, . . . , n, асимптотично
стiйкий.

Отже, стiйкiсть тривiального розв’язку означає, що тра-
єкторiя довiльного руху, початкова точка якої знаходиться
у деякому δ-околi початку координат фазового простору
(y1, y2, . . . , yn) системи (23.1), для t � t0 не виходить за межi
довiльного ε-околу точки спокою.

Легко показати, що це означення стiйкостi можна замiнити
таким: для кожного ε > 0 знайдеться δ > 0 таке, що з нерiв-
ностi y21(t0) + y22(t0) + . . . + y2n(t0) < δ2 випливатиме нерiвнiсть
y21(t) + y22(t) + . . .+ y2n(t) < ε2 для всiх t � t0.
Приклад 2. Дослiдити на стiйкiсть тривiальний розв’я-

зок системи x′ = − y, y′ = x, який при t = t0 = 0 набуває зна-
чення x = x̃0, y = ỹ0.
Розв’язання. Розв’язуючи систему i враховуючи початковi
умови, знаходимо x = x̃0 cos t − ỹ0 sin t, y = x̃0 sin t + ỹ0 cos t,
звiдки x2 + y2 = x̃20 + ỹ20. Для будь-якого заданого ε > 0 досить
взяти δ � ε, адже як тiльки x̃20 + ỹ20 < δ2, то x2 + y2 < ε2 для
всiх t > 0. Отже, розв’язок x = y = 0 є стiйким. �
Приклад 3. Дослiдити на стiйкiсть точку спокою систе-

ми x′ = y, y′ = 2x+ y, x(0) = x̃0, y(0) = ỹ0.
Розв’язання. Розв’язуючи систему, знаходимо x = C1e

2t +
+ C2e

−t, y = 2C1e
2t − C2e

−t. Враховуючи початковi умови,
одержуємо, що C1 = (x̃0 + ỹ0)/3, C2 = (2x̃0 − ỹ0)/3, а тому

x =
x̃0 + ỹ0

3
e2t+

2x̃0 − ỹ0
3

e−t, y =
2

3
(x̃0 + ỹ0) e

2t− 2x̃0 − ỹ0
3

e−t.

Покладемо ỹ0 = 2x̃0. Тодi, яким би малим не було число x̃0,
функцiї |x| та |y| необмежено зростатимуть при t→ +∞, а тому
розв’язок x = y = 0 є нестiйким. �
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3. Стiйкiсть за першим наближенням. У прикладах
1 – 3 диференцiальнi рiвняння або системи можна зiнтегру-
вати через елементарнi функцiї. У таких випадках дослiдити
стiйкiсть розв’язкiв можна без особливих труднощiв. Але з пра-
ктичної точки зору важливо вмiти дослiджувати на стiйкiсть
розв’язки системи (23.10), не маючи її загального розв’язку.

Припустимо, що правi частини системи (23.1) неперервнi
разом з частинними похiдними до другого порядку включно.
Нехай yj(x) ≡ 0, j = 1, 2, . . . , n, – точка спокою системи (23.1),
тобто fj(t, 0, . . . , 0) = 0, j = 1, 2, . . . , n. Використовуючи форму-
лу Тейлора в околi початку координат, систему (23.1) можемо
записати у виглядi:

dyj
dt

= fj(t, 0, . . . , 0) +
∂fj
∂y1

∣∣∣∣
(t,0,...,0)

· y1 + ∂fj
∂y2

∣∣∣∣
(t,0,...,0)

· y2 + . . .

. . .+
∂fj
∂yn

∣∣∣∣
(t,0,...,0)

· yn +Rj(t, y1, . . . , yn), j = 1, 2, . . . , n,

де Rj(t, y1, . . . , yn) мiстять доданки не нижче другого порядку
вiдносно y1, y2, . . . , yn. Якщо позначити ∂fj

∂yi

∣∣∣
(t,0,...,0)

= aji(t) i

врахувати, що fj(t, 0, . . . , 0) = 0, то остаточно маємо систему

y′j = aj1(t)y1 + aj2(t)y2 + . . .+ ajn(t)yn +

+Rj(t, y1, . . . , yn), j = 1, 2, . . . , n. (23.12)

Систему рiвнянь

y′j = aj1(t)y1 + aj2(t)y2 + . . .+ ajn(t)yn, j = 1, 2, . . . , n, (23.13)

називають системою першого наближення, а задачу на
стiйкiсть точки спокою цiєї системи – задачею на стiйкiсть
розв’язку в першому наближенi.

Зауважимо, що дослiдження на стiйкiсть точки спокою для
лiнiйної системи (23.13) є досi не розв’язаною проблемою, бо не
iснує загального способу iнтегрування системи лiнiйних дифе-
ренцiальних рiвнянь з довiльними змiнними коефiцiєнтами.
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Розглянемо окремий випадок системи (23.13), коли її кое-
фiцiєнтами є сталi:

y′j = aj1y1 + aj2y2 + . . . + ajnyn, j = 1, 2, . . . , n, (23.14)

i дослiдимо питання про стiйкiсть тривiального розв’язку си-
стеми (23.14). Нагадаємо (лекцiя 19), що розв’язки цiєї системи
мають вигляд y1 = A1e

k1t, y2 = A2e
k2t, . . . , yn = Ane

knt, де
k1, k2, . . . , kn – характеристичнi числа системи (23.14), а для
iснування нетривiальних розв’язкiв необхiдно й досить, щоб∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − k a12 . . . a1n
a21 a22 − k . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann − k

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (23.15)

Розглянемо окремi випадки, пов’язанi з виглядом коренiв
рiвняння (23.15) (характеристичних чисел системи (23.14)).

1. Якщо всi характеристичнi числа системи (23.14) ма-
ють вiд’ємнi дiйснi частини (тобто або вони дiйснi вiд’єм-
нi числа, або комплекснi числа, дiйснi частини яких вiд’єм-
нi), то тривiальний розв’язок системи (23.14) асимпто-
тично стiйкий. Припустимо, що усi характеристичнi числа
k1, k2, . . . , kn простi i дiйснi. Оскiльки kj < 0, то всi фун-
кцiї yij = Aije

kjt прямують до нуля при t→ +∞. Якщо
kj = αj + iβj , i =

√−1, αj < 0, то, подавши ekjt у тригоно-
метричнiй формi ekjt = eαj t(cos βjt + i sin βjt), переконуємось,
що при t → +∞ функцiї yij = Aije

kjt → 0 (якщо αj < 0, то
lim

t→+∞ eαjt = 0). Цi висновки не змiняться, якщо деякi з ха-

рактеристичних чисел (або всi) є кратними. Справдi, якщо
число kj має кратнiсть s, то йому вiдповiдають розв’язки
Ps−1(t)e

kj t, де Ps−1(t) – многочлен степеня, не вищого за s−1, i
lim

t→+∞ ekjtPs−1(t) = 0, бо kj < 0, а показникова функцiя зростає
швидше, нiж степенева.

2. Якщо хоча б одне характеристичне число системи
(23.14) має додатну дiйсну частину (тобто або це число дода-
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тне, або комплексне з додатною дiйсною частиною), то три-
вiальний розв’язок системи (23.14) нестiйкий. Справдi, у цьо-
му випадку принаймнi одна з функцiй ek1t, ek2t, . . . , eknt не-
обмежено зростає за модулем при t → +∞ i тому загальний
розв’язок системи необмежено зростає при зростаннi t. Отже,
розв’язки, близькi до точки спокою yj = 0, j = 1, 2, . . . , n, за
початковими даними, зi зростанням t необмежено вiд неї вiд-
далятимуться.

3. Якщо серед характеристичних чисел системи (23.14) не-
має чисел з додатними дiйсними частинами, але є простi чи-
сла з нульовою дiйсною частиною, то тривiальний розв’язок
системи (23.14) є стiйким, але не асимптотично стiйким. У
цьому випадку всi yj(t) обмеженi за модулем для будь-якого
t > t0, якими б не були початковi значення цих функцiй. От-
же, для будь-якого ε > 0 знайдеться таке δ > 0, що при виборi
|ỹj0| < δ, j = 1, 2, . . . , n, будемо мати |yj(t)| < ε для всiх t > t0.
Значить, тривiальний розв’язок системи (23.14) є стiйким. Але
вiн не асимптотично стiйкий, бо для довiльних ỹj0 не будуть
одночасно прямувати до нуля всi функцiї yj(t) при t→ +∞.

4. Якщо серед характеристичних чисел системи (23.14) не-
має чисел з додатними дiйсними частинами, але є кратнi чи-
сла з нульовими дiйсними частинами, то можливi як стiйкi,
так i нестiйкi тривiальнi розв’язки.

Повернiмось до системи першого наближення (23.12).
Теорема 1 (Ляпунова). Нехай функцiї Rj(t, y1, . . . , yn),

j = 1, 2, . . . , n, у системi (23.12) неперервнi за сукупнiстю
змiнних i нескiнченно малi вище першого порядку при yi → 0,
i = 1, 2, . . . , n, тобто для всiх t � t0 i |yi| < d, j = 1, 2, . . . , n,

|Rj(t, y1, . . . , yn)| �M
(|y1|1+α + |y2|1+α + . . .+ |yn|1+α

)
або

|Rj(t, y1, . . . , yn)| � ω(y)|y|, j = 1, 2, . . . , n,

де |y| =
√
y21 + y22 + . . .+ y2n, α,M – додатнi сталi, ω(y)→ 0

при |y| → 0. Нехай, крiм того, ajk(t) = ajk, j, k = 1, 2, . . . , n, де
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ajk – сталi. Тодi якщо характеристичнi числа системи (23.14)
мають вiд’ємнi дiйснi частини, то тривiальний розв’язок си-
стеми (23.1) асимптотично стiйкий; якщо хоча б одне хара-
ктеристичне число має додатну дiйсну частину, то тривi-
альний розв’язок системи (23.1) нестiйкий.

Якщо дiйснi частини всiх характеристичних чисел недода-
тнi, причому дiйсна частина хоча б одного з них дорiвнює нулю,
то дослiдження на стiйкiсть за першим наближенням, взагалi
кажучи, неможливе (починають впливати нелiнiйнi члени Ri).
Приклад 4. Дослiдити на стiйкiсть за першим наближе-

нням тривiальний розв’язок системи{
x′ =

√
1 + 4y − e3(x+y),

y′ = sinx+ ln(1− y).
Розв’язання. Використовуючи формулу Тейлора для функцiї
f(x, y) двох змiнних з залишковим членом у формi Пеано i
обмежившись похiдними першого порядку:

f(x, y) = f(0, 0) + f ′x(0, 0) · x+ f ′y(0, 0) · y + o(ρ),

де ρ =
√
x2 + y2, o(ρ) – нескiнченно мала величина при ρ → 0

бiльш високого порядку, нiж ρ, видiлимо лiнiйнi частини пра-
вих частин системи:√

1 + 4y − e3(x+y) = −3x− y +R1(x, y),

sinx+ ln(1− y) = x− y +R2(x, y),

де функцiї Rj(x, y) = o
(√
x2 + y2

)
, j = 1, 2, задовольняють умо-

ви теореми 1.
Знайдемо характеристичнi числа вiдповiдної системи пер-

шого наближення {
x′ = − 3x− y,
y′ = x− y.

Маємо∣∣∣∣ −3− k −1
1 −1− k

∣∣∣∣ = 0 ⇒ k2 +4k+4 = 0 ⇒ k1,2 = −2.
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Оскiльки обидва характеристичнi числа вiд’ємнi, то тривi-
альний розв’язок заданої системи асимптотично стiйкий. �

4. Критерiї Рауса – Гурвiца, Л’єнара – Шипара. Як
випливає з пункту 3 лекцiї, розв’язуючи задачi на стiйкiсть
для систем диференцiальних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами,
важливо знати знаки дiйсних частин характеристичних чисел.

Розглянемо алгебричне рiвняння

a0k
n + a1k

n−1 + . . . + an−1k + an = 0, a0 > 0. (23.16)

Нагадаємо деякi твердження, доведення яких можна зна-
йти у пiдручниках з лiнiйної алгебри.

Необхiдною умовою того, що всi дiйснi частини коренiв
рiвняння (23.16) вiд’ємнi, є нерiвностi aj > 0, j = 0, 1, . . . , n.

Тепер наведемо необхiднi i достатнi умови, за виконання
яких дiйснi частини характеристичних чисел будуть вiд’ємни-
ми. Позначимо

Δ1 = a1, Δ2 =

∣∣∣∣ a1 a0
a3 a2

∣∣∣∣, Δ3 =

∣∣∣∣∣∣
a1 a0 0
a3 a2 a1
a5 a4 a3

∣∣∣∣∣∣, . . . ,

Δn =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a0 0 0 . . . 0
a3 a2 a1 a0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
a2n−1 a2n−2 a2n−3 a2n−4 . . . an

∣∣∣∣∣∣∣∣,
де aj = 0, якщо j > n.

Теорема 2 (критерiй Рауса – Гурвiца). Дiйснi части-
ни коренiв рiвняння (23.16) вiд’ємнi тодi i тiльки тодi, коли
Δj > 0, j = 1, 2, . . . , n.

Теорема 3 (критерiй Л’єнара – Шипара). Дiйснi ча-
стини коренiв рiвняння (23.16) вiд’ємнi тодi i тiльки тодi,
коли aj > 0, j = 0, 1, . . . , n, i

Δn−1 > 0, Δn−3 > 0, Δn−5 > 0, . . .
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Приклад 5. Дослiдити на стiйкiсть точку спокою рiвня-
ння yIV + 5y′′′ + 13y′′ + 19y′ + 10y = 0.
Розв’язання. Скористаємося критерiєм Рауса – Гурвiца.
Оскiльки

Δ1 = 5 > 0, Δ2 =

∣∣∣∣ 5 1
19 13

∣∣∣∣ > 0,

Δ3 =

∣∣∣∣∣∣
5 1 0
19 13 5
0 10 19

∣∣∣∣∣∣ > 0, Δ4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
5 1 0 0
19 13 5 1
0 10 19 13
0 0 0 10

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 10 ·Δ3 > 0,

то точка спокою асимптотична стiйка. �

Приклад 6. Дослiдити на стiйкiсть точку спокою рiвня-
ння yV + 4yIV + 16y′′′ + 25y′′ + 13y′ + 9y = 0.
Розв’язання. Оскiльки всi коефiцiєнти характеристичного
рiвняння k5 + 4k4 + 16k3 + 25k2 + 13k + 9 = 0 додатнi i

Δ2 =

∣∣∣∣ 4 1
25 16

∣∣∣∣ > 0, Δ4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 1 0 0
25 16 4 1
9 13 25 16
0 0 9 13

∣∣∣∣∣∣∣∣ > 0,

то згiдно з критерiєм Л’єнара – Шипара точка спокою заданого
рiвняння асимптотична стiйка. �

Рекомендована лiтература: [3, с. 271 – 281, 289 – 296],
[5, с. 390 – 416], [7, с. 229 – 241], [10, с. 81 – 100], [16, с. 231 – 252].

Питання до лекцiї 23

1. Що вивчає теорiя стiйкостi розв’язкiв диференцiальних рiв-
нянь? Чому так важливо з практичної точки зору знати, чи є розв’я-
зок диференцiального рiвняння або системи стiйким?

2. Який розв’язок системи диференцiальних рiвнянь є стiйким,
асимптотично стiйким, нестiйким? Дайте геометричнi трактування
цих понять.

3. Який розв’язок системи диференцiальних рiвнянь називають
незбуреним (збуреним)?
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4. Що називають положенням рiвноваги (точкою спокою) систе-
ми?

5. У чому полягає основна iдея дослiдження на стiйкiсть розв’яз-
ку в першому наближеннi?

6. Як дослiдити на стiйкiсть точку спокою нормальної системи зi
сталими коефiцiєнтами? Коли точка спокою є асимптотично стiйкою,
стiйкою, але не асимптотично стiйкою, нестiйкою? Якими повиннi
бути характеристичнi числа, щоб система могла мати як стiйкi, так
i нестiйкi тривiальнi розв’язки?

7. Як формулюються критерiї Рауса – Гурвiца i Л’єнара – Ши-
пара про невiд’ємнiсть дiйсних частин характеристичних чисел? Як
цi критерiї використовують для дослiдження на стiйкiсть розв’язкiв
лiнiйних рiвнянь (систем) зi сталими коефiцiєнтами?

Вправи до лекцiї 23

1. Використовуючи означення стiйкостi, дослiдiть на стiйкiсть
розв’язки задач Кошi рiвнянь i систем:

а) y′ = 2x(1 + y), y(0) = 0; б) y′ = y + x, y(0) = 1;

в)
{
y′ = −y − 9z, y(0) = 0,
z′ = y − z, z(0) = 0.

2. Дослiдiть на стiйкiсть точку спокою систем:

а)

⎧⎨⎩
y′1 = −y1 + y2 + 5y3,
y′2 = −2y1 + y3,
y′3 = −3y3;

б)

⎧⎨⎩
y′1 = −2y1 − y2,
y′2 = y1 − 2y2,
y′3 = y1 + 3y2 − y3.

3. Дослiдiть на стiйкiсть за першим наближенням точку спокою
систем:

а)
{
y′ = 3yz − y + z,
z′ = 4y4 + z3 + 2y − 3z;

б)
{
y′ = −y + z + y2 sin z,
z′ = −y − 4z + 1− cos z2.

4. Використовуючи критерiї Рауса – Гурвiца або Л’єнара – Ши-
пара, дослiдiть на стiйкiсть тривiальний розв’язок рiвнянь:

а) y′′′ − 3y′ + 5y = 0; б) yIV + 4y′′′ + 7y′′ + 6y′ + 2y = 0;
в) yV + 4yIV − 5y′′′ + 15y′′ − 3y′ + 12y = 0.



310 Роздiл 5. ЕЛЕМЕНТИ ТЕОРIЇ СТIЙКОСТI

Лекцiя 24. Метод функцiй Ляпунова.
Фазова площина

План

1. Дослiдження на стiйкiсть за методом функцiй Ляпунова.
2. Класифiкацiя точок спокою автономної системи.

1. Дослiдження на стiйкiсть за методом функцiй
Ляпунова. На попереднiй лекцiї вивчались деякi питання, по-
в’язанi з дослiдженням на стiйкiсть розв’язкiв нелiнiйних си-
стем диференцiальних рiвнянь. При цьому використовувалась
вiдповiдна система першого наближення. Але замiна нелiнiйної
системи (23.12) лiнiйною системою (23.13) є фактично замiною
однiєї проблеми iншою i мiж ними може не бути нiчого спiль-
ного. Можна навести приклади таких систем диференцiальних
рiвнянь, дослiдження яких за першим наближенням дає стiй-
кiсть незбуреного руху, хоча насправдi вiн нестiйкий, i навпаки.
Водночас вiдомi приклади, коли перше наближення повнiстю
розв’язує проблему стiйкостi.

Наступна теорема дає вiдповiдь на питання про стiйкiсть
i асимптотичну стiйкiсть тривiального розв’язку yj(t) ≡ 0,
j = 1, 2, . . . , n, нормальної нелiнiйної системи

y′j = fj(t, y1, . . . , yn), j = 1, 2, . . . , n. (24.1)

Теорема 1 (Ляпунова). Якщо iснує диференцiйовна фун-
кцiя V = V (y1, . . . , yn), яка задовольняє умови:

1) V � 0 i V = 0 тiльки тодi, коли y1 = . . . = yn = 0;
2) повна похiдна функцiї V вздовж фазової траєкторiї

(тобто вздовж розв’язку yj(t), j = 1, 2, . . . , n, системи (24.1))
недодатна, тобто

dV

dt
=

n∑
j=1

∂V

∂yj
· dyj
dt

=
n∑
j=1

∂V

∂yj
· fj(t, y1, . . . , yn) � 0

для t � t0, то тривiальний розв’язок системи (24.1) стiйкий.
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Якщо замiсть умови 2) виконується нерiвнiсть

dV

dt
� −β < 0

для t � t1 > t0 i 0 < δ1 � y21 + . . . + y2n � δ2, де δ1, δ2, β – ста-
лi, то тривiальний розв’язок системи (24.1) асимптотично
стiйкий.

Доведення цiєї теореми можна знайти, наприклад, в [3,
с. 281 – 284].

Функцiю V з теореми 1 називають функцiєю Ляпунова.
Загального способу побудови функцiї Ляпунова немає. Її реко-

мендується шукати у виглядi V =
n∑

i,j=1
aijyiyj. З умови 1) теоре-

ми 1 випливає, що квадратична форма V повинна бути додатно
визначеною. Яким чином вибрати коефiцiєнти aij, щоб форма
V була додатно визначеною, вказується у критерiї Сильве-
стра, вiдомому з курсу алгебри: потрiбно, щоб

a11 > 0,

∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ > 0, . . . ,

∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n
. . . . . . . . .
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣ > 0.

У простiших випадках функцiю Ляпунова шукають у ви-
глядi V (x, y) = ax2+by2, V (x, y) = ax4+by4, V (x, y) = ax4+by2,
де a > 0, b > 0, тощо.

Приклад 1. Дослiдити на стiйкiсть тривiальний розв’я-
зок системи

x′ = −x5 − y, y′ = x− y3.
Розв’язання. Розглянемо функцiю V (x, y) = x2 + y2. Вона
задовольняє обидвi умови теореми 1. Справдi, V � 0 i V = 0
тiльки тодi, коли x = y = 0; вздовж розв’язку x, y системи

dV

dt
=
∂V

∂x

dx

dt
+
∂V

∂y

dy

dt
= 2x(−x5 − y) + 2y(x− y3) =

= −2(x6 + y4) � 0.
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Згiдно з теоремою 1 тривiальний розв’язок системи стiйкий. А
оскiльки поза околом початку координат (x2+y2�δ > 0) маємо
dV
dt � −β < 0, де β – мiнiмум функцiї 2(x6 + y4) поза колом
x2 + y2 = δ, то розв’язок x = y ≡ 0 асимптотично стiйкий. �

Приклад 2. Дослiдити на стiйкiсть тривiальний розв’я-
зок системи

x′ = 2y3 − x5, y′ = −x− y3 − y5.

Розв’язання. Шукаємо функцiю Ляпунова у виглядi
V (x, y) = V1(x) + V2(y). Тодi

dV

dt
=
∂V

∂x
· f1(x, y) + ∂V

∂y
· f2(x, y) =

= V ′
1(x)(2y

3 − x5) + V ′
2(y)(−x− y3 − y5) =

= −x5V ′
1(x)− (y3 + y5)V ′

2(y) + 2y3V ′
1(x)− xV ′

2(y).

Нехай, наприклад, 2y3V ′
1(x)− xV ′

2(y) ≡ 0. Тодi

V ′
1(x)

x
≡ V ′

2(y)

2y3
⇒ V ′

1(x)

x
= μ,

V ′
2(y)

2y3
= μ (μ = const) ⇒

V1(x) =
μ

2
x2, V2(y) =

μ

2
y4.

Нехай μ = 2. Тодi V (x, y) = x2 + y4, V (x, y) > 0, якщо x2+y2 �=0
i V (0, 0) = 0. Окрiм того,

dV

dt
=
∂V

∂x
·f1(x, y)+ ∂V

∂y
·f2(x, y) = −(2x6+4y6+4y8) � −β < 0,

де β – мiнiмум функцiї f(x, y) = 2x6 + 4y6 + 4y8 поза колом з
центром у початку координат. З теореми 1 випливає асимпто-
тична стiйкiсть тривiального розв’язку системи. �

Пропонуємо читачам самостiйно переконатися у тому, що
дати однозначну вiдповiдь про стiйкiсть тривiальних розв’язкiв
систем з прикладiв 1, 2 за першим наближенням не можна.
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2. Класифiкацiя точок спокою автономної системи.
Розглянемо поведiнку на фазовiй площинi R2 фазових трає-
кторiй автономної системи рiвнянь{

dx
dt = P (x, y),
dy
dt = Q(x, y),

(24.2)

де P (x, y),Q(x, y) – неперервно диференцiйовнi в деякiй областi
(або в усiй площинi R2) функцiї. Система (24.2) може мати ли-
ше три типи фазових траєкторiй: точка, замкнена траєкторiя
(цикл) i незамкнена траєкторiя. Розв’язок, траєкторiєю яко-
го є точка (x0, y0) (положення рiвноваги), є сталим x(t) = x0,
y(t) = y0 (для будь-якого t ∈ R). Замкненiй траєкторiї вiдповi-
дає перiодичний розв’язок, незамкненiй – неперiодичний.

Основною задачею якiсного дослiдження системи (24.2) є
одержання фазового портрету системи, тобто картини роз-
биття фазової площини R2 на траєкторiї.

Для побудови фазового портрету системи (24.2) потрiбно
знати поведiнку траєкторiй в околах так званих особливих тра-
єкторiй: положень рiвноваги, граничних циклiв i деяких неза-
мкнених кривих, якi вiддiляють сiм’ї траєкторiй одну вiд одної.
Граничним циклом системи (24.2) називають такий цикл,
деякий окiл якого цiлком заповнений траєкторiями, вздовж
яких точка (x(t), y(t)) необмежено наближається до нього при
t→ +∞ або t→ −∞.

Розглянемо випадок, коли система (24.2) є лiнiйною:{
dx
dt = a11x+ a12y,
dy
dt = a21x+ a22y,

(24.3)

де A=

(
a11 a12
a21 a22

)
– невироджена матриця з дiйсними сталими

елементами (Δ ≡ detA �= 0).
Системi (24.3) вiдповiдає одне рiвняння з дробово-лiнiйною

правою частиною
dy

dx
=
a21x+ a22y

a11x+ a12y
, (24.4)
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тобто всi iнтегральнi кривi рiвняння (24.4) є траєкторiями си-
стеми (24.3). Але цим не вичерпуються всi траєкторiї системи
(24.3), бо вона допускає рух x(t) ≡ 0, y(t) ≡ 0, траєкторiєю яко-
го є точка x = y = 0 (точка спокою).

Французький математик А. Пуанкаре показав, що можли-
вими є кiлька випадкiв, кожен з яких вiдповiдає за розташува-
ння iнтегральних кривих в околi особливої точки (0, 0) або, що
те саме, за розташування траєкторiй системи (24.3) в околi то-
чки спокою (0, 0). Цi випадки називають типами Пуанкаре.

Позначимо через k1 i k2 – коренi характеристичного рiвня-
ння ∣∣∣∣ a11 − k a12

a21 a22 − k
∣∣∣∣ = k2 − (a11 + a22)k +Δ = 0. (24.5)

Оскiльки Δ �= 0, то з (24.5) випливає, що k = 0 не є характе-
ристичним числом.
Випадок 1. k1 i k2 дiйснi та рiзнi. Нехай α = (α1, α2), β =

= (β1, β2) – власнi вектори матрицi A, що вiдповiдають кореням
k1 i k2, тобто{

(a11− k1)α1 + a12α2 = 0,
a21α1 + (a22− k1)α2 = 0,

{
(a11− k2)β1 + a12β2 = 0,
a21β1 + (a22− k2)β2 = 0.

(24.6)
Згiдно з теоремою 3 лекцiї 12 загальним розв’язком системи
(24.3) є

x = C1α1e
k1t + C2β1e

k2t, y = C1α2e
k1t + C2β2e

k2t, (24.7)

де C1, C2 – довiльнi сталi.
Якщо k1 < 0, k2 < 0, то з (24.7) випливає, що точка спокою

x = y = 0 є асимптотично стiйкою. Справдi, якщо, наприклад,
t0 = 0, то розв’язок (24.7), який проходить через точку (x0, y0),
у момент часу t0 визначається сталими C1 i C2, якi знаходяться
з системи

x0 = C1α1 +C2β1, y0 = C1α2 + C2β2,
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де α1β2 − α2β1 �= 0. Але тодi C1 = Ax0 +By0, C2 = Dx0 +Ey0,
де A, B,D, E – деякi сталi. Враховуючи, що |ek1t| � 1, |ek2t| � 1
для k1 < 0, k2 < 0, маємо оцiнки

|x| � |Ax0 +By0| · |α1|+ |Dx0 + Ey0| · |β1|,
|y| � |Ax0 +By0| · |α2|+ |Dx0 + Ey0| · |β2|.

Звiдси випливає, що для довiльного ε > 0 знайдеться δ > 0 та-
ке, що як тiльки |x0| < δ, |y0| < δ, то |x| < ε, |y| < ε (t > 0),
тобто точка спокою (0, 0) стiйка. Окрiм того, оскiльки ekjt → 0
(kj < 0) при t→ +∞, то з (24.7) випливає, що точка (0, 0) та-
кож асимптотично стiйка. Якщо виключити аргумент t з си-
стеми (24.7), то одержана при цьому функцiя y = f(x) визна-
чатиме траєкторiю руху в декартовiй системi координат Oxy.

Матерiальна точка, яка знаходилась у початковий момент
часу t = t0 в δ-околi початку координат, для досить великих t
переходить у точку, яка належить ε-околу початку координат i
при t→ +∞ прямує до початку координат. Таку точку спокою
називають стiйким вузлом (рис. 24.1).

x

y

O

α

β

Рис. 24.1
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На рис. 24.1 зображено розташування траєкторiй, яке вiд-
повiдає цьому випадку. Стрiлками вказаний напрям руху по
траєкторiї при t → +∞. Усi траєкторiї, крiм однiєї, в точцi
(0, 0) мають спiльну дотичну.

Якщо |k1| < |k2|, то кутовий коефiцiєнт дотичної дорiвнює
α2/α1. Справдi, з (24.3) i (24.7) маємо (C1 �= 0, α1 �= 0):

dy

dx
=
a21

(
C1α1e

k1t + C2β1e
k2t
)
+ a22

(
C1α2e

k1t + C2β2e
k2t
)

a11(C1α1ek1t + C2β1ek2t) + a12(C1α2ek1t + C2β2ek2t)
=

=
a21

(
C1α1 + C2β1e

(k2−k1)t)+ a22
(
C1α2 + C2β2e

(k2−k1)t)
a11

(
C1α1 + C2β1e(k2−k1)t

)
+ a12

(
C1α2 + C2β2e(k2−k1)t

) −→
t→+∞

−→
t→+∞

a21C1α1 + a22C1α2

a11C1α1 + a12C1α2
=
a21α1 + a22α2

a11α1 + a12α2
=
k1α2

k1α1
=
α2

α1
,

бо згiдно з (24.6) a21α1 + a22α2 = k1α2, a11α1 + a12α2 = k1α1.
Якщо α1 = 0, то аналогiчно одержуємо, що dx

dy −→
t→+∞

α1
α2

=0.

Якщо C1 = 0, то з (24.7) одержуємо одну траєкторiю – пря-
му y = β2

β1
x, дотична до якої має кутовий коефiцiєнт β2/β1.

Таким чином, дотична до траєкторiй, в яких C1 �= 0, па-
ралельна до власного вектора α = (α1, α2), який вiдповiдає
найменшому за модулем характеристичному числу k1 (якщо
α1 = 0, то вектор направлений вздовж осi Oy). Крiм того, при
C1 = 0 є одна траєкторiя – пряма y = β2

β1
x, яка паралельна до

другого власного вектора β = (β1, β2), що вiдповiдає бiльшому
за модулем характеристичному числу k2.

Якщо тепер k1 > 0, k2 > 0, то з (24.7) випливає, що точка
спокою x = y = 0 нестiйка, бо ekjt → +∞ при t → +∞. Таку
точку спокою називають нестiйким вузлом. Цей випадок
отримуємо з попереднього замiною t на (−t), а тому рух точки
по траєкторiї вiдбувається у протилежному напрямi (рис. 24.2).
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Рис. 24.2

Нарештi, якщо k1 < 0, k2 > 0 або k1 > 0, k2 < 0, то точка
спокою нестiйка, бо ek2t → +∞ або ek1t → +∞ при t → +∞.
Точки, якi розташованi в δ-околi початку координат, по трає-
кторiї x = C2β1e

k2t, y = C2β2e
k2t рухаються у нескiнченнiсть.

Однак у цьому випадку є траєкторiя, по якiй рух точки вiдбу-
вається у напрямi до початку координат при t→ +∞, а саме

x = C1α1e
k1t, y = C1α2e

k1t. (24.8)

Цiєю траєкторiєю є пряма α1y − α2x = 0, яку легко одержати
з (24.8), виключивши змiнну t. Таку точку спокою називають
сiдлом (рис. 24.3).
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Рис. 24.3

Випадок 2. k1 i k2 комплексно-спряженi : k1,2 = p ± iq,
q �= 0. Загальний розв’язок системи (24.3) можна записати у
виглядi (24.7), де вектори α = (α1, α2) i β = ᾱ = (ᾱ1, ᾱ2) мають
комплекснi координати. Тодi розв’язок системи (24.3) можна
записати у виглядi

x = ept(C1 cos qt+ C2 sin qt), y = ept(a cos qt+ b sin qt), (24.9)

де C1, C2 – довiльнi сталi, a i b – лiнiйнi комбiнацiї цих сталих.
Якщо p = 0, то траєкторiї (24.9) для рiзних C1, C2 (на пiд-

ставi перiодичностi множникiв у дужках) є замкненими кри-
вими – елiпсами з центрами у точцi (0, 0) (рис. 24.4). Цю то-
чку називають центром. Якщо p = 0, то точка (x(t), y(t))
рухається по одному з елiпсiв вказаної сiм’ї, обходячи його без-
лiч разiв. Вона, очевидно, не прямує до жодної границi при
t → +∞, тобто точка спокою (0, 0) не асимптотично стiйка
(але вона стiйка).
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Нехай тепер p < 0. З (24.9) випливає, що у цьому випадку
точка (x, y) при t→ +∞ прямує до початку координат – точки
x = 0, y = 0, яку називають стiйким фокусом. Наявнiсть
множника ept → 0 (t→ +∞) перетворює замкненi кривi у спi-
ралi, якi асимптотично наближаються при t→ +∞ до початку
координат (рис. 24.5). Точки, якi розташованi при t = t0 у до-
вiльному δ-околi початку координат, для достатньо великого t
потрапляють у заданий ε-окiл початку координат.

Траєкторiї, якi прямують до фокуса, мають таку власти-
вiсть, що дотичнi до них при t→ +∞ не прямують до жодної
границi. Цим фокус вiдрiзняється вiд вузла.

У випадку p < 0 точка x = 0, y = 0 асимптотично стiйка.
Якщо дiйсна частина p чисел k1 i k2 додатна, то цей випадок

переходить у попереднiй пiсля замiни t на −t. Отже, траєкторiї
зберiгають таку ж форму, як на рис. 24.5, однак рух точки вiд-
буватиметься у протилежному напрямi. Оскiльки ept → +∞
при t → +∞, то точки, якi знаходилися у початковий момент
часу в околi початку координат, потiм переходять у нескiн-
ченнiсть. Таку точку спокою називають нестiйким фокусом
(рис. 24.6).
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Випадок 3. k1 = k2. Тодi k1, k2 – дiйснi, а загальний розв’я-
зок системи (24.3) має вигляд x = (A+Bt)ek1t, y = (C+Dt)ek1t,
де A, B, C, D – сталi, пов’язанi мiж собою двома лiнiйними рiв-
няннями, якi можна одержати, пiдставивши функцiї x(t), y(t)
у систему (24.3) i скоротивши на ek1t.

Якщо k1 < 0, то ek1t → 0, tek1t → 0 при t → +∞ i, отже,
точка спокою x = y = 0 асимптотично стiйка. Її називають
стiйким вузлом. Якщо k1 > 0, то точка спокою нестiйка, її
називають нестiйким вузлом.

Детальнiше про випадок k1 = k2 можна прочитати, напри-
клад, в [3, с. 253 – 256].

Наведенi випадки отриманi у припущеннi, що визначник Δ
системи (24.3) вiдмiнний вiд нуля. Припустимо, що Δ = 0. Тодi
характеристичними числами є k1 = 0 i k2 = a11 + a22. Якщо
k2 �= 0, то загальний розв’язок системи (24.3) має вигляд

x = C1α1 + C2β1e
k2t, y = C1α2 +C2β2e

k2t, (24.10)

де C1, C2 – довiльнi сталi i a11α1+a12α2 = 0, −a22β1+a12β2 = 0.
Виключаючи з (24.10) параметр t, одержуємо сiм’ю пара-

лельних прямих y − C1α2 =
β2
β1

(x− C1α1).

Якщо k2 < 0, то при t→ +∞ на кожнiй траєкторiї (на одно-
му з паралельних променiв) точки наближаються до точки спо-
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кою (рис. 24.7)

x = C1α1, y = C1α2 ⇒ y =
α2

α1
x.

Точка спокою x = y = 0, так само, як i довiльна точка пря-
мої y = α2x/α1, при k2 < 0 стiйка, але не асимптотично стiйка.
Якщо k2 > 0, то точка спокою нестiйка.
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Рис. 24.7

Якщо k1 = k2, то можливi два випадки:
1. Загальний розв’язок системи (24.3) має вигляд x = C1,

y = C2 (це буде тодi, коли матриця A нульова). Тодi точка спо-
кою стiйка, але не асимптотично стiйка. Усi точки площини
(x, y) є стiйкими точками спокою.

2. Загальним розв’язком системи (24.3) є x = C1 + C2t,
y = a + bt. Тодi точка спокою нестiйка. У цьому випадку
a22 = −a11, a12 a21 < 0.

Приклад 3. Дослiдити характер точки спокою системи

x′ = 5y − x, y′ = −2y.

Накреслити фазовi траєкторiї системи на площинi (x, y).
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Розв’язання. Оскiльки характеристичними числами системи
є k1 = −1, k2 = −2, то точка спокою x = y = 0 є стiйким
вузлом.

Числу k1 = −1 вiдповiдає власний вектор α = (1, 0), а числу
k2 = −2 – вектор β = (−5, 1). Похiдна dy

dx у точцi початку коор-
динат дорiвнює α2/α1 = 0. Отже, дотичнi до фазових траєкто-
рiй у початку координат є горизонтальними, а самi траєкторiї
можна побудувати, наприклад, як на рис. 24.8. �

x

y
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α

β

Рис. 24.8

Приклад 4. Дослiдити характер точки спокою системи

x′ = αx+ y, y′ = −x+ αy

залежно вiд значення параметра α.
Розв’язання. Характеристичними числами є k1,2 = αi. Якщо
α = 0, то точка спокою є центром. У цьому випадку система
набуває вигляду dx

dt = y, dy
dt = −x. Звiдси x2 + y2 = C, тобто

фазовими траєкторiями є концентричнi кола з центром у точцi
(0, 0). Якщо α �= 0, то точка спокою є фокусом: стiйким, якщо
α < 0, i нестiйким, якщо α > 0. Фазовими траєкторiями є спiра-
лi, якi «накручуються» на точку (0, 0). Якщо α < 0, то точка(
x(t), y(t)

)
рухається по спiралях у напрямi точки спокою, а

для α > 0 – у напрямi вiд неї. �
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Рекомендована лiтература: [1, с. 251 – 281], [3, с. 233 –
258, 281 – 289], [5, с. 417 – 453], [7, с. 216 – 222, 241 – 245], [16,
с. 253 – 274].

Питання до лекцiї 24

1. Як формулюється теорему Ляпунова про стiйкiсть (асимпто-
тичну стiйкiсть) нормальної нелiнiйної системи?

2. Якi властивостi має функцiя Ляпунова? У якому виглядi ре-
комендується шукати функцiю Ляпунова?

3. Що називають фазовим портретом нормальної системи? Як
побудувати фазовий портрет системи?

4. Як пов’язанi мiж собою автономна лiнiйна однорiдна система
двох диференцiальних рiвнянь (24.3) i рiвняння першого порядку з
однорiдною дробово-лiнiйною правою частиною (24.4)?

5. Дайте класифiкацiю Пуанкаре точок спокою автономної си-
стеми диференцiальних рiвнянь. У якому випадку точка спокою є
стiйкою, асимптотично стiйкою, нестiйкою?

Вправи до лекцiї 24

1. Дослiдiть на стiйкiсть тривiальний розв’язок системи, знаючи
функцiю Ляпунова:

а)
{
x′ = y − x3,
y′ = −x− 3y3,

V = x2 + y2;

б)
{
x′ = −x− 2y + x2y2,

y′ = x− y
2 − x3y

2 ,
V = x2 + 2y2.

2. Дослiдiть особливi точки рiвнянь. Накреслiть iнтегральнi кри-
вi на площинi (x, y):

а) dy
dx = 2x+y

x+2y ; б) dy
dx = −x+2y

2x−y .

3. Дослiдiть особливi точки систем. Накреслiть траєкторiї на пло-
щинi (x, y):

а)
{
x′ = y,
y′ = −x; б)

{
x′ = x+ 5y,
y′ = −x− 3y.
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Додаток 5.
Застосування математичного пакета Maple
для дослiдження на стiйкiсть розв’язкiв

звичайних диференцiальних рiвнянь та їх систем

Приклад 1. Дослiдити на стiйкiсть тривiальний розв’язок
системи x′ = − y, y′ = x (приклад 2 лекцiї 23, стор. 302). Для
цього побудуємо поле напрямiв цiєї системи та одну фазову
траєкторiю за допомогою команди DEplot з пакета DEtools:
> DEtools[DEplot]({D(x)(t)=-y(t),D(y)(t)=x(t)},{x(t),

y(t)},t=0..2*Pi,[[x(0)=1,y(0)=1]],x=-2..2,y=-2..2,
linecolor=black);

Рис. 1

З розташування стрiлок можна зробити висновок, що тривi-
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альний розв’язок системи стiйкий, але не є асимптотично стiй-
ким. Фазовi траєкторiї утворюють концентричнi кола з центра-
ми у початку координат. Одне з них (з початковими умовами
x(0) = 1, y(0) = 1) зображене на рис. 1.
Приклад 2. Дослiдити на стiйкiсть тривiальний розв’язок

системи x′ = y, y′ = 2x + y (приклад 3 лекцiї 23, стор. 302).
Для цього побудуємо поле напрямiв цiєї системи та двi фазовi
траєкторiї за допомогою команди DEplot з пакета DEtools:
> DEtools[DEplot]({D(x)(t)=y(t),D(y)(t)=2*x(t)+y(t)},

{x(t),y(t)},t=0..5,[[x(0)=0.2,y(0)=-0.15],[x(0)=0.5,
y(0)=-0.5]],x=-1.5..1.5,y=-1.5..1.5,linecolor=black);

Рис. 2

З рис. 2 видно, що тривiальний розв’язок системи не-
стiйкий. Хоча кожен розв’язок, який починається на прямiй
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y = −x, прямує до точки (0, 0) при зростаннi t (на рисунку по-
будовано таку траєкторiю з початковими умовами x(0) = 0,5,
y(0) = −0,5), розв’язок, який починається навiть досить близь-
ко до початку координат, але не лежить на прямiй y = −x,
вiддаляється вiд нього зi зростанням t (на рисунку побу-
довано таку траєкторiю з початковими умовами x(0) = 0,2,
y(0) = −0,15).
Приклад 3. Дослiдити на стiйкiсть тривiальний розв’язок

системи {
x′ =

√
1 + 4y − e3(x+y),

y′ = sinx+ ln(1− y)
(приклад 4 лекцiї 23, стор. 306). Для цього побудуємо по-
ле напрямiв цiєї системи та три фазовi траєкторiї (якi задо-
вольняють початковi умови: x(0) = 0,5, y(0) = 0,5; x(0) = 0,5,
y(0) = −0,1; x(0) = −0,2, y(0) = −0,2):
> DEtools[DEplot]({D(x)(t)=sqrt(1+4*y(t))-exp(3*(x(t)+

y(t))),D(y)(t)=sin(x(t))+ln(1-y(t))},{x(t),y(t)},
t=0..10,[[x(0)=0.5,y(0)=0.5],[x(0)=0.5,y(0)=-0.1],
[x(0)=-0.2,y(0)=-0.2]],x=-0.7..0.7,y=-0.3..1.1,
stepsize=0.01,scaling=constrained,linecolor=black);
З рис. 3 добре видно, що тривiальний розв’язок систе-

ми асимптотично стiйкий. Поле напрямiв за межами смуги
−0,25 < y < 1 не побудовано (чому?).
Приклад 4. Дослiдити на стiйкiсть точку спокою рiвняння

yIV+5y′′′+13y′′+19y′+10y = 0 (приклад 5 лекцiї 23, стор. 308).
Зробити це за допомогою команди DEplot не можна, бо маємо
рiвняння четвертого порядку. Звичайно, команда DEplot по-
будує розв’язок задачi Кошi для заданого рiвняння, але вона
не дозволяє побудувати поле напрямiв, породжене диференцi-
альним рiвнянням. Знайдемо характеристичнi числа – коренi
рiвняння k4 + 5k3 + 13k2 + 19k + 10 = 0:
> solve(k^4+5*k^3+13*k^2+19*k+10=0,k);

−2, −1, −1 + 2 I, −1− 2 I.

Оскiльки дiйснi частини всiх характеристичних чисел вiд’ємнi,
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то точка спокою заданого рiвняння асимптотично стiйка (тео-
рема 1 лекцiї 23, стор. 305).

Рис. 3

Приклад 5. Дослiдити на стiйкiсть точку спокою рiвняння
yV + 4yIV + 16y′′′ + 25y′′ + 13y′ + 9y = 0 (приклад 6 лекцiї 23,
стор. 308). Знайдемо характеристичнi числа – коренi рiвняння
k5+4k4+16k3+25k2+13k+9 = 0 (яке у радикалах командою
solve не розв’язується) за допомогою команди fsolve з опцiєю
complex (стор. 337):
> fsolve(k^5+4*k^4+16*k^3+25*k^2+13*k+9=0,k,complex);

−1.691606943, −.9910128055 − 3.159244286 I,

−.9910128055 + 3.159244286 I, −.1631837228 − .6772576111 I,
−.1631837228 + .6772576111 I.
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Оскiльки дiйснi частини всiх характеристичних чисел вiд’ємнi,
то точка спокою заданого рiвняння асимптотично стiйка.
Приклад 6. Дослiдити на стiйкiсть тривiальний розв’я-

зок системи x′ = −x5 − y, y′ = x − y3 (приклад 1 ле-
кцiї 24, стор. 311). Для цього побудуємо поле напрямiв системи
та одну фазову траєкторiю, яка задовольняє початковi умови
x(0) = −1, y(0) = −2:
> DEtools[DEplot]({D(x)(t)=-x(t)^5-y(t),D(y)(t)=x(t)-

y(t)^3},{x(t),y(t)},t=0..100,[[x(0)=-1,y(0)=-2]],
x(t)=-2..2,y(t)=-2..2,stepsize=0.1,linecolor=black);

Рис. 4

З поля напрямiв на рис. 4 видно, що тривiальний розв’я-
зок – стiйкий; побудована траєкторiя показує, що цей розв’я-
зок є асимптотично стiйким, бо довiльна фазова траєкторiя по
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спiралi наближається до нього, хоча i дуже повiльно. Якщо
збiльшити верхню межу дiапазону для t до 1000, то траєкторiя
повнiстю заповнить видимий окiл початку координат (переко-
найтесь у цьому самостiйно!).
Приклад 7. Дослiдити на стiйкiсть тривiальний розв’я-

зок системи x′ = 2y3 − x5, y′ = −x − y3 − y5 (приклад 2 ле-
кцiї 24, стор. 312). Для цього побудуємо поле напрямiв системи
та одну фазову траєкторiю, яка задовольняє початковi умови
x(0) = −1, y(0) = −2:
> DEtools[DEplot]({D(x)(t)=2*y(t)^3-x(t)^5,D(y)(t)=

-x(t)-y(t)^3-y(t)^5},{x(t),y(t)},t=0..100,[[x(0)=-1,
y(0)=-2]],x(t)=-2..2,y(t)=-2..2,stepsize=0.01,
linecolor=black);

Рис. 5
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З поля напрямiв на рис. 5 видно, що тривiальний розв’я-
зок – стiйкий; побудована траєкторiя показує, що цей розв’я-
зок є асимптотично стiйким, бо довiльна фазова траєкторiя по
спiралi наближається до нього.
Приклад 8. Дослiдити характер точки спокою системи

x′ = 5y − x, y′ = −2y

(приклад 3 лекцiї 24, стор. 321). Для цього побудуємо поле
напрямiв системи та вiсiм фазових траєкторiй (якi задоволь-
няють початковi умови: x(0) = 2, y(0) = −0,5; x(0) = 2,
y(0) = −1,5; x(0) = 2, y(0) = −1; x(0) = 1,5, y(0) = −2;
x(0) = −2, y(0) = 0,5; x(0) = −2, y(0) = 1,5):
> DEtools[DEplot]({D(x)(t)=5*y(t)-x(t),D(y)(t)=

-2*y(t)},{x(t),y(t)},t=0..5,[[x(0)=2,y(0)=-0.5],
[x(0)=2,y(0)=-1.5],[x(0)=2,y(0)=-1],[x(0)=1.5,
y(0)=-2],[x(0)=-2,y(0)=0.5],[x(0)=-2,y(0)=1.5],
[x(0)=-2,y(0)=1],[x(0)=-1.5,y(0)=2]],x(t)=-2..2,
y(t)=-2..2,stepsize=0.1,linecolor=black);

Рис. 6
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З рис. 6 видно, що точка спокою системи є стiйким вузлом.
Приклад 9. Дослiдити характер точки спокою системи

x′ = αx+ y, y′ = −x+ αy

залежно вiд значення параметра α (приклад 4 лекцiї 24,
стор. 322). Розглянемо три випадки: α = 0, α = 1, α = −1.
Для α = 0 побудуємо поле напрямiв системи та фазову трає-
кторiю, яка задовольняє початковi умови x(0) = 1, y(0) = 0:
> alpha:=0:DEtools[DEplot]({D(x)(t)=alpha*x(t)+y(t),

D(y)(t)=-x(t)+alpha*y(t)},{x(t),y(t)},t=0..2*Pi,
[[x(0)=1,y(0)=0]],x(t)=-2..2,y(t)=-2..2,
stepsize=0.1,linecolor=black);

Рис. 7

Отже, якщо α = 0, то точка x = 0, y = 0 є центром.
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У випадку α = 1 побудуємо поле напрямiв системи та фа-
зову траєкторiю, яка задовольняє початковi умови x(0) = 0,01,
y(0) = 0,01:
> alpha:=1:DEtools[DEplot]({D(x)(t)=alpha*x(t)+y(t),

D(y)(t)=-x(t)+alpha*y(t)},{x(t),y(t)},t=0..10,
[[x(0)=0.01,y(0)=0.01]],x(t)=-2..2,y(t)=-2..2,
stepsize=0.1,linecolor=black);

Рис. 8

Отримали нестiйкий фокус.
Випадок, коли α = −1, пропонуємо розглянути читачам

самостiйно.
Iншi приклади застосування математичного пакета Maple

для побудови поля напрямiв i iнтегральних кривих систем ди-
ференцiальних рiвнянь можна знайти в [9, 12, 18].
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Додаток 6.
Основи роботи з математичним пакетом Maple

Пакет аналiтичних обчислень i числових розрахункiв Maple
створений компанiєю Waterloo Maple Inc. (Канада) i є одним з
найбiльш популярних у свiтi програмних продуктiв, який до-
зволяє ефективно виконувати як числовi, так i символьнi обчи-
слення, має розвинутi графiчнi засоби та вбудовану мову про-
грамування високого рiвня. Цi можливостi та дружнiй iнтер-
фейс користувача забезпечили широке застосування математи-
чного пакета Maple у багатьох галузях науки, природознавства,
а також у навчальному процесi.

Розглянемо основи роботи з Maple. Звичайно, бiльш-менш
ґрунтовний огляд цього пакета вимагає окремої книги, а обсяг
додатка до посiбника дозволяє пояснити лише окремi аспекти
роботи з програмою. Для глибшого ознайомлення з пакетом
Maple пропонується використовувати [9, 12, 18] та довiдкову
систему Maple.

Робота з Maple здiйснюється у виглядi iнтерактивного сеан-
су: користувач вводить на робочому листi команди (пiд ними
зараз розумiємо певнi iнструкцiї) i натисненням клавiшi Enter
передає їх на виконання ядру Maple. Всi введенi команди i ре-
зультати обчислень, якi вiдображаються, формують вмiст ро-
бочого листа – основного документа Maple. Робочий лист мо-
жна зберегти на диску, вiдкрити, знову виконати команди, що
на ньому мiстяться, чи провести їх коригування.

Робочий лист складається з областей введення i областей
виведення. У перших вводяться команди, у других вiдображу-
ються результати їх виконання чи повiдомлення про помилки
набору команд. Вмiст областей введення i виведення утворює
групу обчислень, яка на робочому листi вiдмiчається злiва ква-
дратною дужкою.

Команди вводяться в областi введення пiсля символу-за-
прошення > у формi синтаксису мови Maple, а вiдображатись
вони можуть у цiй самiй формi або у виглядi звичного матема-
тичного запису (в останнiх версiях програми за замовчуванням
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використовується другий варiант). Кожна команда, яка вводи-
ться в областi введення, повинна закiнчуватись крапкою з ко-
мою (;) або двокрапкою (:). Якщо вживається крапка з комою,
то результат виконання команди буде вiдображатись у областi
виведення, двокрапка використовується для промiжних обчи-
слень, результати яких вiдображати не потрiбно. Якщо коман-
да достатньо довга i не помiщається у рядку, то Maple автома-
тично перенесе її у наступний рядок. В одному рядку можна
вводити кiлька команд, вiдокремлених крапкою з комою чи
двокрапкою.

За замовчуванням результати виконання команди вiдобра-
жаються у виглядi звичного математичного запису. Отриману
формулу чи її частину можна скопiювати в область введення
(вона вiдобразиться у формi синтаксису мови Maple, якщо у
цiй формi вiдображається вмiст областi введення).

Крiм груп обчислень, на робочому листi можуть бути ко-
ментарi, якi створюються за допомогою команд меню Maple
чи кнопок панелi iнструментiв. Коментарем є також частина
рядка в областi введення, яка починається з символу #.

Треба мати на увазi, що у пам’ятi комп’ютера пiд час сеансу
роботи з робочим листом зберiгаються всi результати виконан-
ня команд, навiть якщо самi команди або результати їх роботи
пiсля цього були видаленi (звичайно, якщо не вживати спецi-
альних заходiв для знищення цiєї iнформацiї). Водночас, пiсля
вiдкриття робочого листа у пам’ятi комп’ютера немає резуль-
татiв обчислень, хоча вони є на робочому листi у вiдповiдних
областях виведення.

Maple вмiє працювати з цiлими числами, звичайними дро-
бами, алгебричними коренями, числами з плаваючою крапкою
та комплексними числами. В арифметичних виразах можна ви-
користовувати операцiї пiднесення до степеня (^), множення
(*), дiлення (/), додавання (+), вiднiмання (-), факторiал (!).
Порядок виконання цих операцiй є стандартним, а для його
змiни використовують круглi дужки.

У виразах можна використовувати такi сталi: Pi – число
π = 3.1415926 . . ., I – уявна одиниця i =

√−1, infinity – не-
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скiнченнiсть ∞ та деякi iншi. Знак % позначає результат вико-
нання попередньої операцiї. Його також можна використовува-
ти у виразах.

Два вирази, поєднанi знаком =, є рiвнянням. Нерiвнiсть
складається з двох виразiв, поєднаних знаками >, <, >= або <=.

Вирази, рiвняння, нерiвностi та iншi об’єкти можна при-
своювати змiнним операцiєю присвоювання (:=). Кожна змiнна
Maple має iм’я, яке може складатися з латинських букв, цифр i
символу пiдкреслення, але першим символом iменi цифра бути
не може. Великi i малi букви розрiзняються. Змiнна, iм’я якої
збiгається з iм’ям грецької букви, вiдображається вiдповiдною
грецькою буквою. Змiнна, якiй нiчого не присвоєно, трактує-
ться як невiдома. Iснують системнi змiннi, яким вiд самого по-
чатку щось присвоєно. Наприклад, системна змiнна Order ви-
значає, до якого порядку малостi потрiбно розвивати функцiї
у ряди. Системна змiнна Digits визначає необхiдну кiлькiсть
значущих цифр при обчисленнях з десятковою крапкою.

Основнi можливостi Maple реалiзованi за допомогою фун-
кцiй, якi також називають командами. Кожна команда Maple
(а їх є декiлька тисяч) має назву i кiлька аргументiв, якi запи-
суються у круглих дужках через кому пiсля назви команди. У
деяких випадках аргументами команди можуть бути множи-
ни – послiдовностi виразiв через кому у фiгурних дужках – i
списки – послiдовностi виразiв через кому у квадратних дуж-
ках. В додатках термiни «множина» i «список» вживаються
саме в цьому сенсi. Останнi необов’язковi аргументи команди,
якi мають вигляд ключового слова або рiвностi «ключове сло-
во=властивiсть», називають опцiями. Деякi команди мають
необов’язковi аргументи, якi записуються у квадратних дуж-
ках перед круглими. Результат дiї команди можна присвоїти
змiннiй, використати у виразi, вiн може бути аргументом iншої
команди. У протилежному разi результат виконання команди
просто вiдобразиться в областi виведення (якщо команда за-
вершується крапкою з комою).

У таблицi наведено команди для основних математичних
функцiй.
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Функцiя Команда Maple
sinx sin(x)
cos x cos(x)
tg x tan(x)
ctg x cot(x)
sec x sec(x)
cosec x csc(x)
arcsinx arcsin(x)
arccos x arccos(x)
arctg x arctan(x)
arcctg x arccot(x)
ex exp(x)
lnx ln(x)
lg x log10(x)
loga x log[a](x)
|x| abs(x)

sgnx signum(x)√
x sqrt(x)

n
√
x surd(x,n)

[x] (цiла частина) floor(x)
{x} (дробова частина) frac(x)

shx sinh(x)
ch x cosh(x)
thx tanh(x)
cthx coth(x)

Розглянемо ще кiлька використаних у додатках 1 – 5
команд.

Для диференцiювання функцiї за змiнною 1, змiнною 2 i
т. д. використовується команда

diff(вираз, змiнна1, змiнна2, . . . ).

Для спрощення виразiв використовують команду

simplify(вираз, опцiя).
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Опцiєю може бути припущення assume=властивiсть, яке накла-
дається на невiдомi, наприклад, assume=real.

Для розв’язування рiвнянь та нерiвностей призначена унi-
версальна команда solve(рiвняння, змiнна). Розв’язуючи си-
стеми рiвнянь, використовують формат

solve({рiвняння1, рiвняння2, . . . }, {змiнна1, змiнна2, . . . }).

Команда solve знаходить точнi розв’язки рiвняння чи системи.
Якщо точнi розв’язки знайти неможливо, то використовують
команду fsolve для вiдшукання десяткових наближень коренiв
рiвняння. Її формат вiдрiзняється вiд формату команди solve
можливiстю задавати в якостi третього (необов’язкового) пара-
метра опцiю, якою може бути промiжок, що мiстить шуканий
корiнь рiвняння. Вiн задається як числовий дiапазон у формi
a..b. Для алгебричних рiвнянь можна використовувати також
опцiю complex, яка дозволяє знаходити всi комплекснi розв’яз-
ки рiвняння.

Команда dsolve для iнтегрування звичайних диференцi-
альних рiвнянь та їх систем достатньо детально розглянута у
додатках 1 – 3.

Команда

plot(функцiя, змiнна, дiапазон значень, опцiї)

дозволяє побудувати графiк функцiї однiєї змiнної. Замiсть
змiнної може бути рiвнiсть вигляду x=a..b, де x – незалежна
змiнна, a, b – мiнiмальне i максимальне значення, для яких
будується графiк. Дiапазон значень має вигляд c..d, є необо-
в’язковим аргументом i визначає частину осi ординат, яка вiд-
ображатиметься на графiку. Команда може мати багато нео-
бов’язкових аргументiв – опцiй, найчастiше з яких використо-
вують такi: color задає колiр лiнiї кривої (наприклад, black,
green, blue, red); scaling=constrained означає, що масштаб є
однаковим по обидвом осям координат; опцiя numpoints задає
кiлькiсть точок, по яким будується графiк. Приклад викори-
стання команди є у додатку 2.

Аналогiчна команда
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plot3d(функцiя, змiнна1=дiапазон1, змiнна2=дiапазон2, опцiї)

дозволяє побудувати частину поверхнi, що є графiком функцiї
двох змiнних.

Не всi команди пакета Maple мiстяться в основнiй бiблiо-
тецi. Бiльшiсть команд, якi реалiзують спецiальнi можливо-
стi Maple, знаходяться у додаткових пакетах (бiблiотеках). В
останнiх версiях програми цих пакетiв є понад 100. Пакети
DEtools i PDEtools мiстять додатковi команди для розв’язува-
ння звичайних диференцiальних рiвнянь i рiвнянь з частинни-
ми похiдними вiдповiдно. Кiлька прикладiв використання цих
команд є у додатках 1, 4, 5. Пакет plots також мiстить одну ко-
манду для графiчного вiдображення розв’язкiв диференцiаль-
них рiвнянь. Для використання команди з певного пакета його
спочатку треба пiдключити командою with(пакет) або викори-
стовувати лише одну команду пакета за допомогою синтаксису

пакет[команда](аргументи).

Розглянемо команду odeplot з пакета plots, за допомогою
якої можна побудувати iнтегральну криву – графiк розв’язку
задачi Кошi для звичайного диференцiального рiвняння. При-
клад використання команди є у додатку 2. Формат команди:

plots[odeplot](proc, xrange, опцiї).

Процедура proc для числового розв’язування задачi Кошi по-
винна бути попередньо створеною командою dsolve з опцiєю
type=numeric. Аргумент xrange задає дiапазон змiни незале-
жної змiнної у формi x=xmin..xmax. Опцiї цiєї команди анало-
гiчнi до опцiй команди plot.

Розглянемо команду DEplot з пакета DEtools. За допомо-
гою цiєї команди можна наближено зiнтегрувати одне звичайне
диференцiальне рiвняння або систему таких рiвнянь та зобра-
зити вiдповiдну iнтегральну криву чи її проекцiю на задану
площину. Чимало прикладiв, якi демонструють роботу з нею,
є в додатках 1 i 5. Формат команди:

DEtools[DEplot](deqns, vars, trange, inits, xranges, опцiї).
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Тут deqns – рiвняння чи множина рiвнянь, vars – шукана фун-
кцiя або їх множина, trange – дiапазон змiни незалежної змiнної
у виглядi t=a..b, де t – iм’я незалежної змiнної, a i b – межi
дiапазону її змiни. Початковi умови задаються параметром-
списком inits, елементами якого є списки. Кожен елемент-
список визначає iнтегральну криву (чи її проекцiю) диферен-
цiального рiвняння або системи, що вiдображається на графi-
ку. Кiлькiсть елементiв-спискiв параметра inits вiдповiдає кiль-
костi iнтегральних кривих. Параметри xranges (їх може бути
стiльки, скiльки є невiдомих функцiй у системi) задають дiа-
пазони змiни невiдомих функцiй i використовуються для завер-
шення процесу iнтегрування. Вони мають вигляд x(t)=x1..x2.

Параметри xranges не є обов’язковими. Для автономної
системи двох диференцiальних рiвнянь першого порядку або
одного диференцiального рiвняння, розв’язаного вiдносно по-
хiдної, будується додатково поле напрямiв, визначене цiєю си-
стемою чи рiвнянням. Для такої системи (рiвняння) задавати
початковi умови inits необов’язково, але замiсть них треба вка-
зувати параметри xranges.

Опцiї задаються у виглядi рiвностей. Серед кiлькох деся-
ткiв опцiй найчастiше використовують такi: linecolor задає
колiр лiнiй розв’язкiв (наприклад, black, green, red); scene
задається у виглядi двоелементного списку шуканих функцiй
чи незалежної змiнної i визначає, що виводиться на графi-
ку (scene=[x(t),y(t)] означає, що по горизонтальнiй осi гра-
фiка вiдображається функцiя x(t), а по вертикальнiй – y(t));
stepsize задає крок змiни незалежної змiнної для вiдображе-
ння точок графiка; scaling=constrained означає, що масштаб
є однаковим по обидвом осям координат.

Розглянемо команду PDEplot з пакета PDEtools, яка будує
iнтегральну поверхню рiвняння з частинними похiдними пер-
шого порядку, що проходить через задану криву. У додатку 4
є приклади роботи з цiєю командою. Формат команди:

PDEtools[PDEplot](PDE, inits, srange, опцiї).

Тут PDE – рiвняння з частинними похiдними першого порядку
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вiдносно невiдомої функцiї n, n > 1, змiнних. Початковi умови
задаються параметром inits у виглядi списку з n + 1 елемен-
тiв, якi визначають у параметричнiй формi криву у (n+1)-ви-
мiрному просторi, через яку проходить iнтегральна поверхня
диференцiального рiвняння. Елементи повиннi бути виразами,
якi залежать вiд n − 1 параметра. Параметром srange зада-
ється список дiапазонiв або дiапазон змiни кожного параме-
тра, який використовується у початкових умовах, у виглядi
s=s1..s2, t=t1..t2 i т. д. Зокрема, у випадку двох незалежних
змiнних список inits повинен мiстити три вирази, залежнi вiд
одного параметра. Майже всi опцiї є аналогiчними до опцiй ко-
манди DEplot пакета DEtools. Одна з найважливiших додатко-
вих опцiй xi=ximin..ximax дозволяє задати дiапазон, що обме-
жуватиме частину поверхнi, яку потрiбно вiдобразити. Кiль-
кiсть таких опцiй може бути вiд 0 до n + 1. Без цих опцiй
необмежену поверхню вiдобразити неможливо. Для кращого
вiдображення поверхнi можна використовувати опцiю numchar,
яка задає кiлькiсть точок з початкових умов, через якi прохо-
дять кривi, що формують iнтегральну поверхню. За замовчу-
ванням numchar=20 для n = 2, що може бути недостатнiм для
акуратного вiдображення складної поверхнi.
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КОРОТКI ВIДОМОСТI ПРО ВЧЕНИХ,
ЯКI ЗГАДУЮТЬСЯ У ПОСIБНИКУ

АБЕЛЬ Нiльс Генрiк (Abel Niels Henrik; 1802 – 1829) – нор-
везький математик. Автор важливих вiдкриттiв в алгебрi та матема-
тичному аналiзi. Встановив нерозв’язнiсть загального алгебричного
рiвняння степеня n > 5, одержав ознаки збiжностi числових та фун-
кцiональних рядiв. Займався також диференцiальними рiвняннями,
одним з перших почав вивчати iнтегральнi рiвняння.
БАНАХ Стефан (Banach Stefan; 1892 – 1945) – польський i

український математик, професор Львiвського унiверситету. Один
iз творцiв сучасного функцiонального аналiзу i львiвської математи-
чної школи.
БЕРНУЛЛI Даниїл (Bernoulli Daniel; 1700 – 1782) – швей-

царський математик, механiк, фiзик. Син Й. Бернуллi. Найбiльш
вiдомий працями з математичної фiзики та теорiї диференцiальних
рiвнянь – його разом з Д’Аламбером i Ейлером вважають творцем
математичної фiзики.
БЕРНУЛЛI Йоганн (Bernoulli Johann; 1667 – 1748) – швей-

царський математик. Молодший брат Я. Бернуллi, батько Д. Бер-
нуллi. Дав перше систематичне викладення диференцiального та iн-
тегрального числення, автор деяких методiв iнтегрування звичайних
диференцiальних рiвнянь (розробив метод вiдокремлення змiнних та
метод пiдстановки iнтегрування лiнiйних рiвнянь першого порядку).
БЕРНУЛЛI Якоб (Bernoulli Jacob; 1654 – 1705) – швейцар-

ський математик. Автор видатних праць з аналiтичної геометрiї,
математичного аналiзу, теорiї ймовiрностей, диференцiальних рiв-
нянь (рiвняння Бернуллi). Разом з братом Йоганном заклав основи
варiацiйного числення. Працював також у рiзних галузях фiзики.
БЕССЕЛЬ Фрiдрiх Вiльгельм (Bessel Friedrich Wilhelm;

1784 – 1846) – нiмецький астроном i математик. Працi присвяченi
теорiї диференцiальних рiвнянь i небеснiй механiцi. У математицi
його iм’я носять так званi цилiндричнi функцiї першого роду (фун-
кцiї Бесселя) i диференцiальне рiвняння, яке вони задовольняють
(рiвняння Бесселя).
ВАНДЕРМОНД Александр Теофiл (Vandermonde

Alexandre Theophill; 1735 – 1796) – французький математик.
Вiдомий працями з алгебри, зокрема дав логiчний виклад теорiї
визначникiв, де вiдомий визначник Вандермонда.
ВРОНСЬКИЙ (ГЕНЕ-ВРОНСЬКИЙ) Юзеф Марiя
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(Hoëne-Wroсski Jozef Maria; 1778 – 1853) – польський математик i
фiлософ. Одержав цiкавi результати в алгебрi, математичному ана-
лiзi, теорiї диференцiальних рiвнянь. Уперше ввiв функцiональний
визначник, який має велике значення в теорiї лiнiйних диференцi-
альних рiвнянь (визначник Вронського або вронскiан).
ГРIН Джордж (Green George; 1793 – 1841) – англiйський мате-

матик i фiзик. Основоположник школи математичної фiзики в Кем-
бриджi. Одержав вагомi результати в математичнiй фiзицi, розвинув
теорiю електрики й магнетизму, спираючись на знайденi ним фор-
мули теорiї потенцiалу.
ГУК Роберт (Hooke Robert; 1635 – 1703) – англiйський при-

родознавець, член Лондонського королiвського товариства. Основнi
працi у рiзноманiтних галузях фiзики i астрономiї. Один з творцiв
математичної теорiї пружностi.
ГУРВIЦ Адольф (Hurwitz Adolf; 1859 – 1919) – нiмецький ма-

тематик. Вiдомий працями з математичного аналiзу, алгебри (кри-
терiй Гурвiца), теорiї чисел. З 1892 р. професор Полiтехнiчної школи
у Цюрiху, де серед його студентiв був Альберт Ейнштейн.
Д’АЛАМБЕР Жан Лерон (D’Alembert Jean Le Rond; 1717 –

1783) – французький математик, механiк i фiлософ. Автор фунда-
ментальних праць з механiки, математичної фiзики, теорiї диферен-
цiальних рiвнянь. Вперше сформулював загальнi правила склада-
ння диференцiальних рiвнянь руху будь-яких матерiальних систем
(принцип Д’Аламбера). Його роботи, а також наступнi роботи Л. Ей-
лера i Д. Бернуллi заклали основу математичної фiзики.
ЕЙЛЕР Леонард (Euler Leonhard; 1707 – 1783) – видатний ма-

тематик, механiк, фiзик, астроном. За походженнямшвейцарець. Ав-
тор майже 850 наукових праць з математичного аналiзу, диференцi-
альної геометрiї, наближених методiв обчислень, небесної механiки,
математичної фiзики, оптики, балiстики та iн. Систематично розви-
ваючи новi прийоми iнтегрування диференцiальних рiвнянь та ввiв-
ши низку основних понять у цiй областi, Ейлер створив як самостiй-
ну дисциплiну теорiю звичайних диференцiальних рiвнянь i заклав
основи теорiї рiвнянь з частинними похiдними.
КАПЕЛЛI Альфредо (Capelli Alfredo; 1855 – 1910) – iталiй-

ський математик. Розвинув теорiю квадратичних форм та теорiю
алгебричних рiвнянь. Довiв необхiдну i достатню умову iснування
розв’язку довiльної лiнiйної системи алгебричних рiвнянь.
КIРХГОФ Густав Роберт (Kirchhoff Gustav Robert; 1824 –

1887) – нiмецький фiзик. Розв’язав задачу про розподiл електричних
струмiв у розгалужених електричних колах (правила Кiрхгофа). Ма-
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тематичнi дослiдження вiдносяться головно до математичної фiзики
(метод наближеного розв’язування задач дифракцiї коротких хвиль,
формули Кiрхгофа в теорiї потенцiалу).
КЛЕРО Алексiс Клод (Clairaut Alexis Claude; 1713 – 1765) –

французький математик, механiк i астроном. Ввiв поняття повно-
го диференцiала функцiї кiлькох змiнних, загального та частинного
розв’язкiв диференцiального рiвняння.
КОШI Огюстен Луї (Cauchy Augustin Louis; 1789 – 1857) –

французький математик. Опублiкував понад 800 праць iз теорiї чи-
сел, алгебри, математичного аналiзу, теоретичної механiки, матема-
тичної фiзики. Дав чiтке означення неперервної функцiї, основних
понять теорiї збiжних рядiв (ознака Кошi, критерiй Кошi), розвинув
основи теорiї аналiтичних функцiй. У теорiї диференцiальних рiв-
нянь довiв основну теорему iснування розв’язку початкової задачi
(задачi Кошi). Розробив методи iнтегрування рiвнянь з частинними
похiдними першого порядку.
КРАМЕР Габрiель (Cramer Gabriel; 1704 – 1752) – швейцар-

ський математик. Один з творцiв лiнiйної алгебри, учень Й. Бернул-
лi. Запропонував метод розв’язування систем лiнiйних алгебричних
рiвнянь (метод Крамера). Отримав новi результати також у геоме-
трiї, теорiї ймовiрностей, небеснiй механiцi.
КРОНЕКЕР Леопольд (Kronecker Leopold; 1823 – 1891) – нi-

мецький математик. Написав понад 120 наукових праць з алгебри i
теорiї чисел. Був прихильником «арифметизацiї» математики, яка,
на його думку, повинна зводитись до арифметики цiлих чисел.
ЛАГРАНЖЖозеф Луї (Lagrange Joseph Louis; 1736 – 1813) –

французький математик i механiк. Найбiльш важливi працi вiднося-
ться до варiацiйного числення i механiки. Йому належать також ви-
датнi дослiдження з рiзних питань математичного аналiзу (формула
залишкового члена ряду Тейлора, формула скiнченних приростiв –
формула Лагранжа, теорiя умовних екстремумiв – метод множникiв
Лагранжа), диференцiальних рiвнянь (теорiя особливих розв’язкiв,
метод варiацiї довiльних сталих для лiнiйного рiвняння n-го поряд-
ку) та iн.
ЛЕЙБНIЦ Готфрiд Вiльгельм (Leibniz Gottfried Wilhelm;

1646 – 1716) – нiмецький математик, фiзик, фiлософ. Один iз творцiв
диференцiального та iнтегрального числень, їхнiх понять i символi-
ки. Йому належать термiни «диференцiал», «диференцiальне числе-
ння», «диференцiальне рiвняння», «функцiя», «координати» та iн.
ЛIПШIЦ Рудольф Отто Сигiзмунд (Lipschitz Rudolf Otto

Sigismund; 1832 – 1903) – нiмецький математик. Автор важливих
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праць з математичного аналiзу, теорiї чисел, диференцiальних рiв-
нянь (умова Лiпшiца), теоретичної механiки.
ЛIУВIЛЛЬЖозеф (Liouville Joseph; 1809 – 1882) – французь-

кий математик. Автор важливих праць з комплексного аналiзу, тео-
рiї чисел, диференцiальних рiвнянь (формула Остроградського – Лi-
увiлля). Першим строго довiв неiнтегровнiсть у квадратурах деяких
класiв диференцiальних рiвнянь. Разом зi Ж. Штурмом розробив
теорiю крайових задач на власнi значення для лiнiйних диференцi-
альних рiвнянь другого порядку (задача Штурма – Лiувiлля).
ЛЯПУНОВ Олександр Михайлович (1857 – 1918) – росiй-

ський математик i механiк. Засновник математичної теорiї стiйкостi
руху, автор важливих дослiджень про фiгури рiвноваги рiдини, що
рiвномiрно обертається.
НЬЮТОН Iсаак (Newton Isaac; 1643 – 1727) – англiйський фi-

зик, математик, механiк, астроном. Заклав теоретичнi основи меха-
нiки i астрономiї, вiдкрив закон всесвiтнього тяжiння, разом iз Лей-
бнiцем вважається творцем диференцiального та iнтегрального чи-
слень. Винайшов метод iнтегрування диференцiальних рiвнянь роз-
виненням їх розв’язкiв у степеневi ряди.
ОСТРОГРАДСЬКИЙ Михайло Васильович (1801 –

1862) – український i росiйський математик (родом з Полтавщини),
член Петербурзької Академiї наук та багатьох закордонних академiй
наук. Розв’язав низку важливих задач математичної фiзики, теорiї
звичайних диференцiальних рiвнянь (формула Остроградського –
Лiувiлля), варiацiйного числення, теоретичної механiки. Запропону-
вав спосiб зведення неоднорiдної крайової задачi до однорiдної.
ПЕАНО Джузеппе (Peano Giuse; 1858 – 1932) – iталiйський

математик. Запропонував систему аксiом арифметики, довiв теорему
iснування розв’язку задачi Кошi для диференцiального рiвняння з
неперервною правою частиною.
ПУАНКАРЕ Анрi Жюль (Poincare Henri Jules; 1854 – 1912) –

французький математик, фiзик, астроном i фiлософ. Автор понад
1000 праць з диференцiальних рiвнянь, теорiї потенцiалiв, матема-
тичної фiзики, небесної механiки. Один з засновникiв якiсної теорiї
диференцiальних рiвнянь.
ПФАФФ Йоганн Фрiдрiх (Pfaff Johann Friedrich; 1765 –

1825) – нiмецький математик i астроном. Вiдомий дослiдженнями
з теорiї диференцiальних рiвнянь (рiвняння Пфаффа).
РАУС Едвард Джон (Routh Edward John; 1831 – 1907) – ан-

глiйський механiк i математик. Вiдомий працями з теоретичної ме-
ханiки. Займався проблемами стiйкостi рiвноваги i руху (критерiй
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Рауса – Гурвiца). Встановив спецiальний алгоритм для визначення
кiлькостi коренiв алгебричного рiвняння, якi мають додатнi дiйснi
частини (теорема Рауса).
РIККАТI Джакопо Франческо (Riccati Jacopo Francesco;

1676 – 1754) – iталiйський математик та iнженер. Основнi працi сто-
суються iнтегрального числення й диференцiальних рiвнянь, зокре-
ма вiн автор дослiдження про iнтегровнiсть у квадратурах одного
класу диференцiальних рiвнянь першого порядку (спецiальне рiвня-
ння Рiккатi).
СИЛЬВЕСТР Джеймс Джозеф (Sylvester James Joseph;

1814 – 1897) – англiйський математик. Основнi працi з алгебри (кри-
терiй Сильвестра), теорiї чисел, теорiї ймовiрностей, механiки i ма-
тематичної фiзики.
ТЕЙЛОР Брук (Taylor Brook; 1685 – 1731) – англiйський ма-

тематик. Вивiв загальну формулу (формула Тейлора) розвинення
функцiй у степеневi ряди (ряди Тейлора), започаткував математи-
чну теорiю коливання струни.
ФРЕДГОЛЬМ Ерiк Iвар (Fredholm Erik Ivar; 1866 – 1927) –

шведський математик. Засновник загальної теорiї лiнiйних iнте-
гральних рiвнянь (рiвняння Фредгольма, теореми Фредгольма).
ФУР’Є Жан Батист Жозеф (Fourier Jean Baptiste Joseph;

1768 – 1830) – французький математик. Найвагомiшi результати
отримав у математичнiй фiзицi. Зокрема, вивiв диференцiальне рiв-
няння теплопровiдностi, розробив метод розв’язування цього рiвня-
ння при певних крайових умовах (метод Фур’є). Його iдеї стали по-
тужним iнструментом математичного дослiдження найрiзноманiтнi-
ших задач, пов’язаних з хвилями i коливаннями.
ХОПФ Еберхард (Hopf Eberhard; 1902 – 1983) – нiмецький i

американський математик. Основнi роботи стосуються теорiї дина-
мiчних систем i диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними.
ШТУРМ Жак Шарль Франсуа (Sturm Jacques Charles

François; 1803 – 1855) – швейцарський математик. Основнi працi при-
свяченi задачам математичної фiзики та пов’язаним з ними крайо-
вим задачам на власнi значення для звичайних диференцiальних рiв-
нянь (задача Штурма – Лiувiлля). Заклав основи теорiї коливностi
розв’язкiв лiнiйних диференцiальних рiвнянь.
ЯКОБI Карл Густав Якоб (Jacobi Carl Gustav Jacob; 1804 –

1851) – нiмецький математик. Йому належать вiдкриття в теорiї чи-
сел, алгебрi, варiацiйному численнi, iнтегральному численнi та тео-
рiї диференцiальних рiвнянь. Дослiджував диференцiальнi рiвняння
динамiки, розробив новi методи їх розв’язування.
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