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Пам’ятi
Богдана Васильовича Василишина

присвячується

19 червня 2012 року колектив Прикарпатського нацiонального унiверси-
тету iменi Василя Стефаника зазнав непоправної втрати. Раптово обiрвалося
життя колишнього багаторiчного проректора навчального закладу, завiдува-
ча кафедри диференцiальних рiвнянь i прикладної математики, професора
Богдана Васильовича Василишина.
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Богдан Васильович народився 2 лютого 1941 року в селi Опришiвцi Ста-
нiславської (нинi Iвано-Франкiвської) областi. У 1962 роцi закiнчив фiзико-
математичний факультет Iвано-Франкiвського державного педагогiчного iн-
ституту. Отримавши диплом з вiдзнакою, того ж року був зарахований до
аспiрантури кафедри обчислювальної математики Київського державного унi-
верситету iменi Тараса Шевченка за спецiальнiстю "обчислювальна матема-
тика".

У 1968 роцi Богдан Василишин захистив дисертацiю на здобуття науко-
вого ступеня кандидата фiзико-математичних наук на тему "Розв’язування
крайових задач плоскої теорiї пружностi при великiй кiлькостi вузлiв сiтки".
Пiсля закiнчення навчання в аспiрантурi працював асистентом, старшим ви-
кладачем, з 1971 року – доцентом, завiдувачем кафедри математики Iвано-
Франкiвського державного педагогiчного iнституту iменi Василя Стефаника.
З 1979 року – проректор з навчальної роботи. З жовтня 1993 року до листопада
2007 року Б.В. Василишин працював на посадi першого проректора Прикар-
патського нацiонального унiверситету iменi Василя Стефаника. З 1996 р. Бог-
дан Васильович Василишин – заслужений працiвник народної освiти України.
Вiн є автором багатьох наукових статей, пiдручникiв та навчально-методичних
посiбникiв. В останнi роки життя Богдан Васильович завiдував кафедрою ди-
ференцiальних рiвнянь i прикладної математики, був членом редколегiї нау-
кового журналу "Карпатськi математичнi публiкацiї".

На кафедрi i на факультетi математики та iнформатики значна частина ви-
кладачiв вважає Богдана Васильовича своїм учителем i наставником. Богдан
Васильович був майстерним лектором. Студенти кiлькох поколiнь ще довго
пам’ятатимуть його неперевершенi лекцiї з математичного аналiзу, чисельних
методiв.

До останнього моменту життя Богдана Васильовича його наполеглива пра-
ця приносила вагомi здобутки. Неоцiненним внеском у розвиток факультету
та унiверситету є вiдкриття спецiальностi "прикладна математика", отрима-
ння сертифiкатiв лiцензiї i акредитацiї на здобуття освiтньо-квалiфiкацiйних
рiвнiв бакалавра, спецiалiста та магiстра. Богдан Васильович Василишин був
одним з iнiцiаторiв регулярного проведення Всеукраїнської наукової конфе-
ренцiї "Нелiнiйнi проблеми аналiзу".

Богдан Василишин був справжнiм патрiотом України, любив рiдну мову i
свiй край.
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Задача з контактним розривом для
гiперболiчної квазiлiнiйної системи

Андрусяк Р.В.
(Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка)

Пелюшкевич О.В.
(Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка)

Нехай Ω−
T =

{
(x, t) ∈ R2 : 0 < t < T, s1(t) < x < 0

}
, Ω+

T =
{

(x, t) ∈
R2 : 0 < t < T, 0 < x < s2(t)

}
, де s1, s2 – заданi гладкi функцiї, такi що

s1(0) = s2(0) = 0, s1(t) < 0 < s2(t), 0 < t ≤ T, s′1(0) < 0 < s′2(0).
В кожнiй iз областей будемо розглядати гiперболiчну квазiлiнiйну систему,

що не зводиться до iнварiантiв Рiмана




∂u1

∂t
+ a11(x, t, u)

∂u1

∂x
+ a13(x, t, u)

∂u3

∂x
= b1(x, t, u),

∂u2

∂t
+ a22(x, t, u)

∂u2

∂x
+ a23(x, t, u)

∂u3

∂x
= b2(x, t, u),

∂u3

∂t
= b3(x, t, u),

(1)

де u = (u1, u2, u3)– шуканi функцiї, а aij , bj – вiдомi дiйснозначнi функцiї,
якi неперервнi в кожнiй iз областей Ω−

T i Ω+
T та допускають неперервне про-

довження на замикання цих областей. Доповнимо систему (1) початковими
умовами

u(−0, 0) = v−, u(+0, 0) = v+. (2)

Припустимо, що мають мiсце нерiвностi

a11(−0, 0, v−) < s′1(0); a11(+0, 0, v+) < s′1(0);
a22(−0, 0, v−) > s′2(0); a22(+0, 0, v+) > s′2(0).

Нехай розв’язок u задовольняє крайовi умови

u1(s2(t), t) = K+
1 (t, u1(s1(t), t), u2(s2(t), t)), (3)

u2(s1(t), t) = K−
2 (t, u1(s1(t), t), u2(s2(t), t)), (4)

u3(s1(t), t) = K−
3 (t, u1(s1(t), t), u2(s2(t), t)), (5)

u3(s2(t), t) = K+
3 (t, u1(s1(t), t), u2(s2(t), t)) (6)

та умови спряження

u1(−0, t) = K−
1 (t, u1(+0, t), u2(−0, t), u3(−0, t), u3(+0, t)), (7)

u2(+0, t) = K+
2 (t, u1(+0, t), u2(−0, t), u3(−0, t), u3(+0, t)). (8)

Для задачi (1)–(8) доведено теорему iснування i єдиностi локального узагаль-
неного розв’язку.

e-mail: ru.andrusyak@gmail.com, olpelushkevych@ukr.net
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Диференцiювання з регулярними значеннями
в нетерових кiльцях

Артемович О.Д.
(Прикарпатський нацiональний унiверситет iм. В. Стефаника)

Лукашенко М.П.
(Прикарпатський нацiональний унiверситет iм. В. Стефаника)

Нехай R – асоцiативне кiльце з 1. В [1] дослiджувалися кiльця R, якi мають
ненульове диференцiювання d таке, що для кожного x ∈ R або d(x) = 0, або
d(x) – оборотний елемент в R. В [2] результати попередньої роботи узагальнено
на випадок, коли x ∈ U , де U – деякий iдеал Лi кiльця R. Нами охарактери-
зовано напiвпервиннi правi нетеровi кiльця характеристики 6= 2 такi, що для
кожного x ∈ R d(x) = 0 або d(x) – регулярний елемент.

[1] J. Bergen, I. N. Herstein,C. Lanski. Derivations with invertible values, Canad.
J. Math., 35(1983), 300-310.

[2] J. Bergen, L. Carini. Derivations with invertible values on a Lie ideal, Canad.
Math. Bull. Vol.31(1988), 103-110.

e-mail: bilochka.90@mail.ru
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Геометрична реалiзацiя гiперпросторiв нечiтких
пiдмножин в польському, зв’язному та

локально-зв’язному, нiде не локально-компактному
просторi в ендографнiй та сендографнiй метрицi

Атаманюк Б.В.
(Прикарпатський нацiональний унiверситет

iменi Василя Стефаника)

В [1] введено поняття ендографної та сендографної метрики, подано озна-
чення гiперпростору нечiтких пiдмножин на компактах i доведено двi теореми
про їх геометричну реалiзацiю як гомеоморфних гiльбертовому простору L2.
Автором в [2] ранiше була доведена теорема про геометричну реалiзацiю гiпер-
простору нечiтких пiдмножин для польських, зв’язних та локально-зв’язних,
нiде не локально-компактних просторiв. Як розширення одержаних результа-
тiв доводяться двi теореми про геометричну реалiзацiю гiперпростору нечi-
тких пiдмножин в некомпактному випадку для ендографної та сендографної
метрики, а саме: доводиться гомеоморфнiсть обох гiперпросторiв гiльбертово-
му простору L2.

Автором також доведена теорема про збереження спектральної рухомостi
категорiї Мардешича при топологiчному спряженнi.

[1] Lili Zhang. The topological structure of fuzzy sets with sendograph
metric, Topology and its Applications (2013), http://dx.doi.org/10.1016
/j.topol.2013.05.024.

[2] Атаманюк Б.В. Гiперпростори нечiтких множин. Вiсник Прикарпатсько-
го унiверситету. Серiя Математика. Фiзика. Випуск II. Iвано-Франкiвськ
2001. – С. 34–45.

e-mail: bogdat@ukr.net
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Про деякi круговi областi збiжностi гiллястих
ланцюгових дробiв з нерiвнозначними змiнними

Баран О.Є.
(IППММ iм. Я.С.Пiдстригача НАН України)

Розглянемо функцiональний гiллястий ланцюговий дрiб (ГЛД) з нерiвно-
значними змiнними вигляду

∞

D
k=1

ik−1∑

ik=1

c2i(k)zik
1

, (1)

де i(k) – мультиiндекс, i(k) ∈ I = {i(k) : i(k) = i1i2 . . . ik; 1 ≤ ip ≤ ip−1; p =

1, k; k ≥ 1, i0 = N}, N – максимальна кiлькiсть гiлок розгалуження, ci(k) –
комплекснi числа, z = (z1, z2, . . . , zN ) ∈ CN .

Задамо вiдображення l : I → N за таким правилом: l = l(i(k)) =
k∑

s=1

δisik ,

де δisik – символ Кронекера. Розiб’ємо множину I на пiдмножини, якi попарно
не перетинаються: I1 = {i(k) : i(k) ∈ I, l = 1, k ≥ 1}, I2 = {i(k) : i(k) ∈
I, l − парне, k ≥ 2}, I3 = {i(k) : i(k) ∈ I, l − непарне, l > 1, k ≥ 3}.

Теорема. Нехай для дробу (1)
а) N > 1 i елементи ci(k) задовольняють умови:

|ci(k) ± iΓ1,ik | ≤ ρ1,ik , (ρ1,ik + |Γ1,ik |)2 ≤ r1/(β(ik−1 − 1)), якщо i(k) ∈ I1,

|ci(k) ± iΓ3,ik | ≤ ρ3,ik , (ρ3,ik + |Γ3,ik |)2 ≤ r/β, якщо i(k) ∈ I3, (2)

|ci(k)±iΓ2,ik | ≥ ρ2,ik , (ρ2,ik−|Γ2,ik |)2 ≥ (2+r1)(1+r1+r)/α, якщо i(k) ∈ I2, (3)

або
б) N = 1 i елементи ci(k) задовольняють умови (2), якщо i(k) ∈ I1 ∪ I3, або
(3), якщо i(k) ∈ I2,
де r1 = 0 при N = 1 i 0 < r1 < (1−3r)/(1+r) при N > 1, 0 < r < 1/3, Γj,s ∈ C,

ρj,s > 0, j = 1, 3, s = 1, N , 0 < α ≤ β.
Тодi ГЛД (1) рiвномiрно збiгається в замкненiй областi

D =
{
z ∈ CN : α ≤ |zs| ≤ β, s = 1, N

}

до деякої голоморфної функцiї f(z) i справджується оцiнка швидкостi збiж-
ностi

|f(z) − fm(z)| ≤MCN−1
N+mq

m+1,

де fm(z) – m-ий пiдхiдний дрiб (1), M = 1 − r при N = 1 i M = max
1≤p≤N

(r1/r)
p

при N > 1, q =
√

(2 + r1)r/(1 − r1 − r).

e-mail: boe13@ukr.net
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Спектральнi властивостi деяких граничних задач для
диференцiально-операторних рiвнянь з iнволюцiєю

Баша А.А., Баранецький Я.О.
(Нацiональний унiверситет "Львiвська полiтехнiка")

Вивчається нелокальна задача з оператором iнволюцiї, який входить у рiв-
няння задачi та граничнi умови задачi. Випадки iзоспектральних збурень в
граничних умовах детально вивчались у [1].

Нехай H – сепарабельний гiльбертовий простiр, A : H → H , A = A∗ > 0,
σp(A) = {zk : zk ∼ a(kα), k ∈ N, a, α > 0}, V (A) = {vm ∈ H : Avm = zmvm} –
система власних функцiй оператора A, що утворює ортонормовану базу в про-
сторi H .

H1 ≡ (L2 (0, 1) ;H),

H2 ≡
{
v ∈ H1, D2

tv (t) ∈ H1, A2v (t) ∈ H1

}
,

де Dt – сильна похiдна в H1.
Розглянемо спектральну задачу

−D2
t u (t) + βDt

(
t− 1

2

)
+Dtb (t) (u (t) − u (1 − t)) +A2u(t) = λu (t) , (1)

β ∈ R, λ ∈ C
{
u(0) − u(1) = 0,
u′(0) − u′(1) − β (u′(0) + u′(1)) = 0.

(2)

Властивостi цiєї спектральної задачi описує така теорема:

Теорема. 1. Власними значеннями задачi (1), (2) є числа вигляду

λk,m = (2πk)2 + z2m (k = 0, 1, 2, . . . ,m ∈ N).

2. Система V власних функцiй задачi (1), (2)





v00,m = vm, n ∈ N,

v0k,m =
√

2 cos 2kπtvm, k = 1, 2, . . . , m ∈ N,
v1k,m =

√
2 sin 2kπt

(
1 + 2β(t− 1

2
)
)
vm, k = 1, 2, . . . , m ∈ N

утворює базу Рiса в просторi H1.

3. Бiортогональна система функцiй W має вигляд




w0
0,m = vm, n ∈ N,

w0
k,m =

√
2 cos 2kπt

(
1 + 2β(t− 1

2
)
)
vm, k = 1, 2, . . . ,m ∈ N,

v1k,m =
√

2 sin 2kπvm, k = 1, 2, . . . ,m ∈ N.

[1] Баранецкий Я. Е., Каленюк П. И., Нитребич З. Н. Обобщенный метод
разделения переменных. – Киев: Наук. думка, 1993. – 229 с.

e-mail: Angelaoxyz@gmail.com, Baryarom@ukr.net
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Про усереднення в багаточастотних системах
диференцiальних рiвнянь зi сталим

i лiнiйним запiзненням

Бiгун Я.Й.
(Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича)

Розглянуто систему диференцiальних рiвнянь вигляду

dx

dτ
= A(τ, x∆, xΘ, ϕ∆, ϕΘ),

dϕ

dτ
=
ω(τ )

ε
+B(τ, x∆, xΘ, ϕ∆, ϕΘ),

де τ ∈ [0, L], малий параметр ε ∈ (0, ε0], ε0 ≪ 1, x ∈ D, D – обмежена область
в Rn, ϕ ∈ Rm; x∆ = (xδ1 , . . . , xδr ), 0 ≤ δ1 < · · · < δr, xδν (τ ) = x(τ − εδν),
xΘ = (xθ1 , . . . , xθq ), 0 < θ1 < · · · < θq ≤ 1, xθν (τ ) = x(θντ ). Вектор-функцiї A i
B 2π-перiодичнi за кожною з компонент векторiв ϕ∆ i ϕΘ.

Обґрунтування методу усереднення для багаточастотних систем звичай-
них диференцiальних рiвнянь з початковими i крайовими умовами дано в [1].
Для систем з постiйним i лiнiйним запiзненням така задача дослiджувалась в
[2] i [3] вiдповiдно.

Усереднена система рiвнянь будується шляхом усередненя за всiма швид-
кими змiнними ϕθν i мiстить тi доданки, для гармонiк яких виконуються умови
резонансу в системах зi сталим запiзненням.

У пiдсумку одержано усереднену систему рiвнянь

dx

dτ
= A(τ, xΘ),

dϕ

dτ
=
ω(τ )

ε
+B(τ, xΘ).

Якщо A, B и ω достатньо гладкi функцiї за всiма змiнними i виконується
деяка умова "незастрягання"системи в малому околi резонансiв, то одержано
оцiнку вигляду

‖x(τ, ε) − x(τ )‖ + ‖ϕ(τ, ε) − ϕ(τ, ε)‖ ≤ Cεα, 0 < α ≤ (mq)−1.
Доведено також iснування розв’язку i обґрунтовано метод усереднення за

швидкими змiнними для багаточастотних систем рiвнянь зi сталим i лiнiйним
запiзненням, якщо задано багатоточковi або iнтегральнi крайовi умови.

[1] СамойленкоА.М., ПетришинР. I. Математичнi аспекти теорiї нелiнiйних
коливань. Київ, 2004.

[2] Бiгун Я.Й. Про усереднення в багаточастотних крайових задачах iз по-
стiйним запiзненням // Наук. вiсн. Чернiв. ун-ту: Зб. наук. пр. Вип. 288.
Математика. – Чернiвцi: Рута, 2006. – С. 12 – 17.

[3] Бiгун Я.Й. Iснування розв’язку та усереднення багатоточкових крайових
задач для багаточастотних систем iз лiнiйно перетвореним аргументом //
Нелiнiйнi коливання. – 2008. – Т. 11, № 4. – С. 462 – 471.

e-mail: yaroslav.bihun@gmail.com
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Задача з двома кратними вузлами за видiленою змiнною
для лiнiйних систем навантажених рiвнянь

iз частинними похiдними

Бобик I.О.
(Нацiональний ун-т "Львiвська полiтехнiка")

Симотюк М.М.
(IППММ iм. Я.С. Пiдстригача НАН України)

Нехай x = (x1, . . . , xp), Dx = (−i∂/∂x1, . . . ,−i∂/∂xp), Ωp = (R/2πZ)p,
MatMN (C) — квадратнi матрицi розмiру M×M , елементами яких є многочлени
степеня N з комплексними коефiцiєнтами. Розглядаємо задачу

∂n~u

∂tn
+

n−1∑

j=0

Aj(Dx)
∂j~u

∂tj
= ~F (t, x) +

m∑

j=1

Bj(Dx)~u(τj , x), (t, x) ∈ (0, T ) × Ωp, (1)






∂j−1~u(t, x)

∂tj−1

∣∣∣∣
t=0

= ~ϕj(x), j = 1, . . . , m, x ∈ Ωp,

∂j−1~u(t, x)

∂tj−1

∣∣∣∣
t=T

= ~ϕm+j(x), j = 1, . . . , n−m, x ∈ Ωp,

(2)

де 0 < τ1 < . . . < τm < T , Aj(ξ) ∈ MatMN (C), ξ = (ξ1, . . . , ξp), j = 0, 1, . . . , n− 1,
Bj(ξ) ∈ MatMR (C), j = 1, . . . ,m, R < N .

У працi [2] встановлено умови розв’язностi задачi (1), (2) для випадку, ко-
ли: а) система (1) є однорiдною за порядком диференцiювання, б) ~F = ~0, в)
Bj(ξ) = 0, j = 1, . . . ,m. У [2] використано метричний пiдхiд [1] для оцiнок зни-
зу малих знаменникiв, що виникли при дослiдженнi коректностi задачi (1), (2),
i показано, що такi умови виконуються для майже всiх (стосовно мiри Лебега)
векторiв, складених зi значень вузлiв iнтерполяцiї в умовах (2), якщо система
(1) справджує певнi дiофантовi властивостi. Дана робота розвиває дослiджен-
ня праць [1, 2], у нiй для оцiнок знизу малих знаменникiв застосовано апарат
мiри Гаусдорфа [1]. Доведено, що задача (1), (2) є однозначно розв’язною для
майже всiх (стосовно мiри Гаусдорфа) векторiв, складених iз коефiцiєнтiв си-
стеми (1), значень вузлiв навантаження τ1, . . . , τm та значення правого вузла
iнтерполяцiї T в умовах (2).

Дослiдження частково пiдтриманi ДФФД України (проект № 54.1/027).

[1] Пташник Б.И. Некорректные граничные задачи для дифференциальных
уравнений с частными производными. – К.: Наук. думка, 1984. – 264 с.

[2] Симотюк М.М. Задача з двома кратними вузлами для систем лiнiйних рiв-
нянь iз частинними похiдними, однорiдних за порядком диференцiювання
// Матем. вiсник НТШ. – 2004. – Т. 1. – С. 130–148.

e-mail: igor.bobyk@gmail.com, quaternion@ukr.net
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Про збiжнiсть 1-перiодичного гiллястого
ланцюгового дробу спецiального вигляду

Боднар Д.I.
(Тернопiльський нацiональний економiчний унiверситет)

Бубняк М.М.
(Тернопiльський нацiональний економiчний унiверситет)

Михальчук Р.I.
(Луцький нацiональний технiчний унiверситет)

Розглянемо 1-перiодичний гiллястий ланцюговий дрiб (ГЛД) вигляду

1 +

∞

D
k=1

ik−1∑

ik=1

cik
1




−1

, (1)

де cj ∈ C
(
j = 1, N

)
, i0 = N – фiксоване натуральне число.

Вирази Fn = 1 +
n

D
k=1

ik−1∑
ik=1

cik
1

(n ≥ 0; F0 = 1) та R
(q)
n = 1 +

n

D
k=1

jk−1∑
jk=1

cjk
1

(q = 1, N ; n ≥ 1; j0 = q; R(q)
0 = 1; R(0)

n = 1) називають вiдповiдно n-им
пiдхiдним дробом та n-м залишком q-го порядку 1-перiодичного ГЛД (1).

Для дробу (1) встановлено формулу рiзницi пiдхiдних дробiв при n ≥ 0,
m ≥ 1

Fn+m − Fn =
(−1)n+1

R
(N)
n+m ·R(N)

n

∑

k1+···+kN=n+1

kj>0(j=1,N)

N∏

j=1

c
kj

j
∏kj

r=1

(
R

(j)
pj−r · R̂(j)

qj−r

),

де pj = n + m −
N∑

l=j+1

kl, qj = n −
N∑

l=j+1

kl, R̂
(m)
n =

{
R

(m)
n , n ≥ 0

1, n = −1
, викори-

стовуючи яку доведено ряд ознак його поточкової та рiвномiрної збiжностi.
Зокрема, цей дрiб збiгається, якщо елемент c1 належить належить площинi з
розрiзом c1 ∈ G = {z ∈ C : |arg(z+1/4)| < π}, а сума модулiв решти елементiв
не перевищує значення µ2/4, де µ = 1

2
(|1 +

√
1 + 4c1| − |1 −√

1 + 4c1|).
Дрiб (1) також збiгається, якщо його елементи належать вiдповiдним па-

раболiчним областям: cj ∈ Pj(γ) = {z ∈ C : |z| − Re(ze−iγ) ≤ 2pj cos2 γ/2}
(−π < γ < π; pj = (1− j/2N)/2N ; j = 1, N). При накладаннi додаткових умов
встановлена оцiнка швидкостi збiжностi дробу (1).

e-mail: dmytro_bonar@hotmail.com, mbubniak@list.ru
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Моделювання процесу руху газоводяного контакту в
процесi вiдбирання газу з пiдземних сховищ

Вавричук П.Г., Притула Н.М.
(Центр математичного моделювання

IППММ iм. Я. С. Пiдстригача НАН України)

Експлуатацiя газових свердловин з пiдошовною водою супроводжується
деформацiєю поверхнi газо водяного контакту з утворенням конусу води. При
досягненнi граничних значень депресiї i дебiту вода проривається у вибiй свер-
дловини. Тому в пластах з пiдошовною водою вiдбiр газу зi свердловин обме-
жують допустимою депресiєю на пласт (граничним безводним дебiтом). Вода
до вибою свердловини рухається за рахунок рiзницi тискiв мiж гирлом свер-
дловини та ГВК. Опiр руховi води буде чинити її вага та опiр середовища
(пористiсть та проникнiсть та тиск газу, що мiститься над ГВК).

Вода буде рухатися до вибою свердловини за умови, що в областi ГВК тиск
газу буде меншим за тиск води. Розрахунок тиску газу розглянуто в роботах
[1-3]. Тому в працi дослiджується процес руху води до вибою свердловини. Рух
пiдошовної води до вибою свердловини розглядається в плоскому безмежно-
му пеористому середовищi товщини l. Вважаючи воду нестисливою рiдиною,
розподiл тиску p(x, t) в цьому шарi визначається розв’язком одновимiрного
рiвняння фiльтрацiї

∂

∂x

(
kh

µ

∂p

∂x

)
= 2αmh

∂p

∂t
(1)

На нижнiй границi шару тиск можна вважати сталим, рiвним гiдростатичному
pn. На верхнiй границi значення тиску розраховується на основi гiдравлiчної
ув’язки ГЗП — вибiйна зона — ГВК i також вважається сталим pν . Початковий
розподiл тиску води у водяному шарi p(x, 0) = ρgx, 0 < x < l.

Розв’язок поставленої задачi є частковим випадком розв’язку бiльш за-
гальної задачi. Значення тискiв на границях рiвнi ϕ1(t) та ϕ2(t). Початко-
вий тиск f(x). Тодi за сталих параметрiв середовища задача формулює-
ться так: знайти розв’язок рiвняння (1) за крайових умов p(0, t) = ϕ1(t),
p(l, t) = ϕ2(t), p(x, 0) = f(x). Оскiльки f(x) = ρgx, то за сталих граничних

умов ϕ1 ≡ const, ϕ2 ≡ const при κ =
k

2µαm
розв’язок буде мати вигляд

p(x, t) = ϕ1 + (ϕ2 − ϕ1)
x

l
+

2

π

∞∑

n=1

(−1)n ϕ2 − ϕ1

n
exp

(−κn2π2t

l2

)
sin

nπx

l
+

+
2ρgl

π

∞∑

n=1

(−1)n+1

n
exp

(−κn2π2t

l2

)
sin

nπx

l
.

Швидкiсть руху води у вертикальному напрямку визначається формулою

ν =
−k ∂p

∂x
+ ρg

µ
,
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де ρ – густина флюїду, g – прискорення вiльного падiння. Маючи закон змiни
тиску на верхнiй границi ГВК, швидкiсть пiдняття верхньої границi води та
вiддаль до ГВК, можна розрахувати час, за який вода може пiдiйти до гирла
за заданої депресiї тиску у вибiйнiй зонi. Пiдняття води, очевидно, за такого
формулювання задачi необхiдно розглядати шляхом послiдовних наближень.
При цьому необхiдно постiйно збiльшувати товщину водяного шару l в зале-
жностi вiд швидкостi пiдняття ГВК.

[1] П’янило Я., Гладун С., П’янило Г. Аналiтичний спосiб розрахунку параме-
трiв гiдравлiчної ув’язки колекторного збору газу // Вiсник Нацiонального
унiверситету “Львiвська полiтехнiка”: Комп’ютерна iнженерiя та iнформа-
цiйнi технологiї. – Львiв, 2011. – №652. -– С. 239–243.

[2] 2. П’янило Я., Лопух Н., Галiй П. Числова модель розрахунку поля швид-
костей руху газу в пластах пiдземних сховища на основi методу скiнченних
елементiв // Фiзико-математичне моделювання та iнформацiйнi техноло-
гiї. – 2011. – Вип.14, – С. 24–29.

[3] 3. Клюк Б.О., Вечерiк Р.Л., Хаєцький Ю.Б., П’янило Я.Д., Притула М.Г.,
Притула Н.М. Пiдземнi сховища газу в системi забезпечення ефективної
експлуатацiї газотранспортної системи (проблеми розвитку й експлуатацiї)
// Трубопровiдний транспорт. – 2009. – №6(60), – С. 7-10.

e-mail: petro.vavrychuk@gmail.com, pnazar@litech.net
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Багатоточкова нелокальна задача для факторизованого
рiвняння iз залежними коефiцiєнтами в умовах

Василишин П.Б.
(Прикарпатський нацiональний унiверситет iм. В. Стефаника)

Савка I.Я.
(IППММ iм. Я. С. Пiдстригача НАН України,

Прикарпатський нацiональний унiверситет iм. В. Стефаника)

Нехай Ωp – p-вимiрний тор (R/2πZ)p, T > 0, QT
p = (0, T ) × Ωp,

k = (k1, . . . , kp) ∈ Zp, |k| = |k1| + . . . + |kp|, Dx = (−i∂/∂x1, . . . ,−i∂/∂xp),
Πn = {(λ1, . . . , λn) ∈ Cn : λi 6= λj при i 6= j}; B(Dx) – такий диференцiаль-
ний вираз, для якого iснують такi N1, N2 ∈ N, C1, C2 > 0, що

(∀ k ∈ Zp) C1(1 + |k|)N1 ≤ |B(k)| ≤ C2(1 + |k|)N2 .

В областi QT
p розглядаємо таку задачу:

n∏

j=1

(
∂

∂t
− λjB (Dx)

)
u(t, x) = 0, (t, x) ∈ QT

p , (1)

m∑

r=1

µr(τ )
∂j−1u(t, x)

∂tj−1

∣∣∣
t=tr

= ϕj(x), j = 1, . . . , n, (2)

де (λ1, . . . , λn) ∈ Πn, комплекснозначнi коефiцiєнти µ1, . . . , µm залежать вiд
дiйсного параметра τ , 0 = t1 < t2 < . . . < tm−1 < tm = T .

Задача (1), (2) належить до класу некоректних за Адамаром задач, а її
розв’язнiсть пов’язана з проблемою малих знаменникiв. Для випадку незале-
жних коефiцiєнтiв розв’язнiсть нелокальних багатоточкових задач для лiнiй-
ного рiвняння iз частинними похiдними та оцiнки знизу малих знаменникiв
було встановлено за допомогою метричного пiдходу [1, §14]. Якщо ж коефiцi-
єнти µ1, . . . , µm залежнi, то отриманi результати не можна використати без-
посередньо для задачi (1), (2). Зауважимо, що задача (1), (2) дослiджена у
роботi [2] для випадку двоточкових нелокальних умов (m = 2).

У роботi встановлено, що умови коректної розв’язностi багатоточкової не-
локальної задачi (1), (2) у шкалi просторiв Соболєва виконуються для майже
всiх (стосовно мiри Лебега в просторi R) чисел τ ∈ I , де I – деякий фiксований
вiдрiзок дiйсної прямої.

[1] Пташник Б. Й., Iлькiв В. С., Кмiть I. Я., Полiщук В. М. Нелокальнi крайовi
задачi для рiвнянь iз частинними похiдними. – К.: Наук. думка, 2002. –
416 с.

[2] Савка I. Я. Нелокальна крайова задача для рiвнянь iз частинними похi-
дними, сталi коефiцiєнти якої лежать на гладких кривих // Мат. методи
та фiз.-мех. поля. – 2009. – 52, № 4. – С. 18–33.

e-mail: s-i@ukr.net, pashavasylyshyn@rambler.ru
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Спектр алгебри Hbs(L∞)

Василишин Т.В., Загороднюк А.В.
(Прикарпатський нацiональний унiверситет iм. В. Стефаника)

Нехай Hbs(L∞) – алгебра симетричних аналiтичних функцiй обмежено-
го типу на комплексному просторi L∞[0, 1]. Вiдомо (див. [1]), що функцiї
Rn(x) =

∫
[0,1]

(x(t))n dt, x(t) ∈ L∞[0, 1] (n ∈ N) утворюють алгебраїчний ба-
зис алгебри симетричних полiномiв Ps(L∞) ⊂ Hbs(L∞) i Ps(L∞) є щiльним
пiдпростором в Hbs(L∞). Звiдси випливає, що кожен характер (неперервний
комплекснозначний гомоморфiзм) φ на Hbs(L∞) цiлком визначається своїми
значеннями на Rn. Будемо позначати ξn = φ(Rn) (n ∈ N).

Твердження. Для кожного характера φ на Hbs(L∞) iснує стала a > 0
така, що |ξn| ≤ an (n ∈ N).

В роботi показано, що для кожної послiдовностi {ξn}∞n=1 ⊂ C, для якої
iснує стала a > 0 така, що |ξn| ≤ an (n ∈ N), iснує елемент x ∈ L∞[0, 1] такий,
що Rn(x) = ξn (n ∈ N). Оскiльки кожен функцiонал обчислення значення в
точцi є характером, то звiдси, враховуючи твердження 1, випливає, що такими
функцiоналами вичерпується спектр алгебри Hbs(L∞).

[1] Gonzales M., Gonzalo R., Jaramillo J.A. Symmetric polynomials on
rearrangement invariant function spaces // J. London Math. Soc. – 1999. –
V.59, No2. – P. 681-697.

e-mail: taras vasylyshyn@mail.ru, andriyzag@yahoo.com
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Зведення неоднорiдних дисипативних структур до
скiнченномiрного iнварiантного пiдмноговиду

Васюник З.I.
(Iнститут прикладних проблем механiки i математики

iм. Я. С. Пiдстригача НАН України)

З метою дослiдження двовимiрних iнварiантних перiодичних многовидiв
використано теорiю типу Гопфа для динамiчних систем у банахових просто-
рах.

Нехай H сепарабельний гiльбертовий простiр i

du

dt
= −Gu+ f(u) (1)

нелiнiйна еволюцiйна (динамiчна) система в H вiдносно параметра t ∈ R+,
де G : H → H додатнiй оператор в H, f : H → H нелiнiйне вiдображення.
Стосовно оператора G : H → H зауважуємо, що задача Кошi для (1)

u |t=0 = u0 ∈ D(G) (2)

де D(G) ⊂ H щiльна область, для всiх T ∈ R+ має єдиний розв’язок u ∈
C(R+ : D(G))

⋂
L2(0, T ;D(G)) [1]. Окрiм того, зазначимо, що: а) вiдповiдне

вiдображення S(t) : u0 → u(t) для всiх t ∈ R+ є неперервне на D(G) ⊃ u0

саме в себе i для всiх s, t ∈ R+ має властивостi пiвгрупи: S(t)S(s) = S(s + t),
S(0) = 1; б) пiвгрупа S(t) : D(G) → D(G), t ∈ R+ має граничну позитивну
iнварiантну притягуючу множину G0 ⊂ D(G) ⊂ H , таку що S(t)G0 ⊂ G0 для
всiх t ∈ R+, i для довiльної граничної множини G ⊃ G0 iснує таке значення
t0 := t0(G) ∈ R+, що S(t)G ⊂ G0 для всiх t ≥ t0(G).

Вище наведенi припущення є достатнiми [2], щоб пiвгрупа S : R+×D(G) →
D(G) мала глобальний атрактор Ḡ0 ⊂ D(G) такий, що S(t)Ḡ0 = Ḡ0 для всiх
t ∈ R+, i є постiйна для деякої граничної множини G ⊂ D(G) наступна гра-
ниця: lim sup

t→∞

{
dist(S(t)y, Ḡ0) : y ∈ G

}
= 0.

Розглянемо ортопроектор P : D(G) → D(G), образ якого PD(G) є скiнчен-
новимiрний пiдпростiр, причому вiн комутує з оператором G : D(G) → D(G),
так що [G,P ] = 0. Тодi деякий вектор u ∈ D(G) дозволяє роздiлення
u = (p, q) ∈ ImP ⊕ Im(1 − P ), для яких задача (1),(2) зводиться до [3]:

dp/dt+ PGp = Pf(p+ q),
dq/dt+ (1− P )Gq = (1− P )f(p+ q),

(3)

p |t=0 = p0 := Pu0, q |t=0 = q0 := (1− P )u0. (4)

Теорема 1. Покладемо u0 := p0+Φ(p0) ∈M∩G0 для деякого вiдображення
Φ : ImP → Im(1− P ). Тодi пара u(t) = (p(t), q(t)) := p(t) + Φ(p(t))є розв’язок
задачi Кошi (3),(4).

Асимптотична поведiнка динамiчної системи (1) для t → ∞ повнiстю ви-
значається властивостями розв’язку рiвняння dp/dt+PGp = Pf(p+Φ(p)) для
p ∈ ImP, t ∈ R+, який називають iнерцiйною формою задачi (1) i вона може
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бути записана як система звичайних диференцiйних рiвнянь скiнченної роз-
мiрностi dim(ImP ). Таким чином, у випадку iснування iнерцiйного многовиду
M ∈ F (P ) задача якiсної поведiнки розв’язку динамiчної системи (1) може
бути зведена до вивчення задачi скiнченної розмiрностi.

[1] Хейл Дж. Теория функционально-дифференциальных уравнений / Дж.
Хейл; [перевод с английского С.Н.Шиманова]. – Москва:Мир, 1984. – 422с.

[2] Lubashevskii I.A. Proection dynamics of highly dissipative systems /
I.A.Lubashevskii, V.V.Gafiychuk // Phys. Rev. E, 1994. – V.50. – P.171-181.

[3] Ладыженская О.А. Нахождение минимального глобального аттрактора
для уравнений Навье-Стокса и других уравнений в частных произво-
дных /О.А.Ладыженская // Успехи математических наук. – 1994. Т.42. –
С.171-181.

e-mail: dept22@iapmm.lviv.ua
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Застосування методу дискретизацiї в двопараметричних
задачах на власнi значення (про стiйкiсть стрижнiв)

Власiй О.О.
(Прикарпатський нацiональний унiверситет iм. В. Стефаника)

Тацiй Р.М.
(Львiвський державний унiверситет безпеки життєдiяльностi)

Дослiдження стiйкостi стрижнiв сталого перерiзу при сумiснiй дiї зосере-
дженого i розподiленого навантажень зводиться до розв’язування наступних
двопараметричних задач на власнi значення:

yIV + αy′′ + β
[
(1 − x)y′

]′
= 0, (1)

y(0) = y′(0) = y(1) = y′(1) = 0, (2)

y(0) = y′(0) = y(1) = y′′(1) = 0, (3)

де умови (2) вiдповiдають жорсткому закрiпленню обидвох кiнцiв стрижня, а
умови (3) – випадку жорстко закрiпленого нижнього та шарнiрно закрiпленого
верхнього кiнцiв.

В рiвняннi (1)

α =
pl2

EI
, β =

ql2

EI
,

де p – зосереджена сила, прикладена до верхнього кiнця стрижня, q – власна
вага стрижня, l – довжина стрижня, E – модуль пружностi матерiалу, I –
момент iнерцiї поперечного перерiзу.

Шляхом використання дискретизацiї (D-апроксимацiї) [1] встановлено, що
для задач (1), (2) та (1), (3) мiж параметрами α i β iснує лiнiйна залежнiсть,
причому рiвняння вiдповiдних перших вiток власних значень в прямокутнiй
системi координат αOβ мають вигляд:

α

4π2
+

β

74, 56
= 1

для задачi (1), (2) та
α

20, 16
+

β

52, 44
= 1

для задачi (1), (3).
Аналогiчнi задачi у випадках консольного та жорстко закрiпленому ни-

жньому i шарнiрно закрiпленому верхньому кiнцях стрижня були дослiдженi
в [2].

[1] Узагальненi квазiдиференцiальнi рiвняння / [Тацiй Р.М., Стасюк М.Ф.,
Мазуренко В.В., Власiй О.О.]. – Дрогобич: Коло, 2011.

[2] Вольмир А.С. Устойчивость деформируемых систем. – М.: Наука, 1967.

e-mail: olesyav@ukr.net
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Крайова задача типу Дiрiхле для диференцiального
рiвняння зi сталими коефiцiєнтами

Волянська I.I., Iлькiв В.С.
(Нацiональний унiверситет "Львiвська полiтехнiка")

В роботi розглядається крайова задача типу Дiрiхле для диференцiального
рiвняння з частинними похiдними зi сталими комплексними коефiцiєнтами:

Lu =
∑

|s|≤n

as0,s1
∂2|s|u

∂t2s0∂x2s1
= 0, (1)

Mlu =
∂2lu

∂t2l

∣∣∣
t=0

= ϕl, Mn+lu =
∂2lu

∂t2l

∣∣∣
t=T

= ϕn+l, l = 0, 1, . . . , n− 1, (2)

∂2mu

∂x2m

∣∣∣
x=0

=
∂2mu

∂x2m

∣∣∣
x=π

= 0, m = 0, 1, . . . , n− 1, (3)

де |s| = s0 + s1, as0,s1 ∈ C, an,0 = 1, t ∈ T = [0, T ], x ∈ X = [0, π], u = u(t, x) –
шукана функцiя, а ϕ0, ϕ1, . . . , ϕ2n−1 – заданi функцiї змiнної x.

Розв’язнiсть дослiджуваної задачi, у випадку багатьох просторових змiн-
них, пов’язана з проблемою малих знаменникiв, якi виникають при побу-
довi розв’язку, тому вона є некоректною за Адамаром у шкалах просторiв
{Hq(X )}q∈R та {Hn

q (T × X )}q∈R, де Hq(X ) – гiльбертовий простiр функцiй
γ = γ(x) =

∑
k∈N

γk sin kx з комплексними γk i нормою

‖γ‖Hq(X) =
(∑

k∈N

k̃2q |γk|2
)1/2

, k̃ =
√

1 + k2,

а Hn
q (T ×X ), n ∈ Z+, – банахiв простiр функцiй u = u(t, x) таких, що функцiї

∂ru(t, ·)
∂tr

для кожного t ∈ [0, T ] i r = 0, 1, . . . , n − 1 належать до просторiв

Hq−r(X ) вiдповiдно i неперервнi за змiнною t у цих просторах. Квадрат норми
функцiї u в даному просторi обчислюється за такою формулою:

‖u‖2Hn
q (T ×X) =

n∑

r=0

max
[0,T ]

∥∥∥∂
ru(t, ·)
∂tr

∥∥∥
2

Hq−r(X)
.

Пiд розв’язком задачi (1)–(3) вважаємо функцiю u = u(t, x) з простору
H2n

q (T × X ), тобто ряд u(t, x) =
∑
k∈N

uk(t) sin kx, яка задовольняє рiвняння (1)

i умови (2) та (3), де q ∈ R.
У роботi показано, що у випадку однiєї просторової змiнної задача Дiрiхле

є коректною за Адамаром. Вiдповiднi знаменники вдається оцiнити сталою,
тобто не виникає проблеми малих знаменникiв. Встановлено умови однозна-
чної розв’язностi задачi (1)–(3) у просторi Hn

q (T × X ). Доведено теореми про
iн’єктивнiсть вiдображення (M0,M1, . . . ,M2n−1) : u 7→ (ϕ0, ϕ1, . . . , ϕ2n−1) з
Hn

q (T × X ) на деякий декартовий добуток просторiв для довiльного q ∈ R.

e-mail: i.volyanska@mail.ru, ilkivv@i.ua
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Парнi множини стiйкостi до збурень неперервних
дробiв з комплексними елементами

Гладун В.Р.
(Нацiональний унiверситет "Львiвська полiтехнiка")

Одним iз важливих питань аналiтичної теорiї неперервних дробiв є питан-
ня їх стiйкостi до збурень. Вiдомо, що похибки пiдхiдних дробiв неперервного
дробу залежать не тiльки вiд похибок елементiв дробу, але певним чином вiд
самих елементiв. Тому актуальними є задачi встановлення умов, при вико-
наннi яких неперервнi дроби є стiйкими до збурень їх елементiв, побудови i
дослiдження множин стiйкостi до збурень [1].

Об’єктом дослiдження є числовий неперервний дрiб (НД) з комплексними
частинними знаменниками

(
b0 +

∞

D
k=1

1

bk

)−1

. (1)

Нехай {Gk}, ∅ 6= Gk ⊂ C, k = 0, 1, 2, . . ., – послiдовнiсть множин елементiв
неперервного дробу (1), тобто bk ∈ Gk, k = 0, 1, 2, . . . . Якщо G2k+1 = G1,
G2k = G2, k = 0, 1, 2, . . ., то множини G1, G2 називають парними (спареними)
множинами елементiв НД (1).

Теорема. Нехай iснує стала β, 0 < β < 1, така, що вiдноснi похибки усiх
частинних знаменникiв НД (1) задовольняють умови:

|βk| ≤ β, k = 0, 1, 2, . . . .

Множини
G1 = {z ∈ C : Re (z exp (iϕ)) ≥ ρ1} ,
G2 = {z ∈ C : Re (z exp (−iϕ)) ≥ ρ2} ,

де −π < ϕ ≤ π , ρ1 > 0, ρ2 > 0 – заданi дiйснi сталi, такi що

ρ1ρ2 >
√

2 − 1,

є парними множинами вiдносної стiйкостi до збурень НД (1), причому для
вiдносної похибки s-го пiдхiдного дробу справджується оцiнка

∣∣∣ε(s)
∣∣∣ ≤ β

(1 − β)
(√
ρ1ρ2

√
2 + ρ1ρ2

)s

(√
1 +

1

4ρ1ρ2

((√
ρ1ρ2

√
2 + ρ1ρ2

)s − 1
)

(√
ρ1ρ2

√
2 + ρ1ρ2 − 1

) + 1

)
,

s = 0, 1, 2, . . . .

[1] Боднар Д. I., Гладун В. Р. Про стiйкiсть до збурень гiллястих ланцюгових
дробiв з комплексними елементами // Математ. студiї. – 2006. – № 25. – С.
207-212.

e-mail: v_hladun@yahoo.com
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Зростання рядiв Дiрiхле

Глова Т.Я.
(IППММ iм. Я. С. Пiдстригача НАН України)

Фiлевич П.В.
(ПНУ iм. Василя Стефаника)

Важливою характеристикою зростання трансцендентної цiлої функцiї
f(z) =

∑
anz

n є її порядок

ρ(f) = lim
r→+∞

ln lnM(r, f)

ln r
,

деM(r, f) = max{|f(z)| : |z| = r} – максимум модуля функцiї f . Добре вiдомою
є класична формула Кошi-Адамара

ρ(f) = lim
n→∞

n lnn

− ln |an|
,

яка дозволяє визначити порядок функцiї f за послiдовнiстю (|an|) модулiв її
тейлорових коефiцiєнтiв.

Нехай Λ – клас невiд’ємних зростаючих до +∞ послiдовностей λ = (λn).
Для послiдовностi λ ∈ Λ через S(λ) позначимо клас цiлих (абсолютно збiжних
в C) рядiв Дiрiхле вигляду

F (s) =
∑

ane
sλn , s = σ + it,

якi не зводяться до експоненцiального полiнома. Аналогом порядку для цiлих
рядiв Дiрiхле є їх R-порядок, що визначається за рiвнiстю

R(F ) = lim
σ→+∞

ln lnM(σ, F )

σ
,

де M(σ, F ) = max{|F (s)| : Re s = σ} – максимум модуля ряду F .
Однiєю з класичних задач теорiї рядiв Дiрiхле є наступна: за яких умов

на послiдовнiсть λ ∈ Λ для кожного цiлого ряду Дiрiхле F ∈ S(λ) правильна
формула (аналог формули Кошi-Адамара)

R(F ) = lim
n→∞

λn lnλn

− ln |an|
. (1)

Такi умови були запропонованi багатьма авторами. Найслабшою з вiдомих
була умова К. Танаки (1953 р.)

lnn = o(λn lnλn), n→ ∞. (2)

Ф.Й. Гече (1964 р.) показав, що умова (2) є в певному сенсi близькою до оста-
точної. Нами доведено остаточнiсть цiєї умови. Отже, правильна наступна
теорема (достатня частина в нiй – результат К. Танаки).

Теорема. Нехай λ ∈ Λ. Для того, щоб для кожного ряду Дiрiхле F ∈ S(λ)
була правильна формула (1), необхiдно i досить, щоб виконувалась умова (2).

e-mail: hlova_taras@ukr.net, filevych@mail.ru
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Необхiднi умови для визначення оптимального
рiвноважного попиту Слуцького

Дерев’янко Т.О.
(Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка)

Розглянемо споживчий ринок, на якому представлено n (n ∈ N) товарiв з
вiдповiдними цiнами pi (i ∈ {1, 2, ..., n}) та рiвнем капiталу K.

Без обмеження загальностi, припустимо що на ринку вiдбувається змiна
тiльки цiни pn та капiталу K. У такому випадку, знаходження рiвноважного
попиту Слуцького x = x(pn,K) (x = (x1, x2, ..., xn)) зводиться до розв’язання
наступної гiперболiчної системи квазiлiнiйних рiвнянь

∂xi(pn,K)

∂pn
+ λ(pn, x, u)

∂xi(pn,K)

∂K
= fi(pn, x, v), i ∈ {1, 2, ..., n} (1)

в областi
Ω = {(pn, K) ∈ R2|pn > 0,K > 0}

при початкових

xi(pn,K)|pn=p0n
= ψi(K,w), i ∈ {1, 2, ..., n}, K > 0 (2)

та крайових умовах

xi(pn,K)|K=0 = 0, i ∈ {1, 2, ..., n}, pn > 0, (3)

де λ = λ(pn, x, u), fi = fi(pn, x, v), ψi = ψi(K,w) (i ∈ {1, 2, ..., n}) деякi заданi
нелiнiйнi функцiї, а u : Ω → U (U - компакт), v : Ω → V (V - компакт),
w : (0,+∞) →W (W - компакт) – вiдповiднi керуючi впливи.

Для знаходження оптимального рiвноважного попиту Слуцького потрiбно
мiнiмiзувати функцiонал

J(x, u, v, w) =

∫∫

Ω

G(x, pn,K)dpndK, (4)

де G : Rn × Ω → Ω деяка задана нелiнiйна функцiя.

[1] D’Acunto B., Frunzo L. Free boundary problem for an initial cell layer in multi-
species biofilm formation // Applied Mathematics Letters. – 2012. – №25, –P.
20-26.

[2] Аргучинцев А.В. Оптимальное управление гиперболическими система-
ми. – М.: ФИЗМАТЛИТ, 2007. – 168 с.

[3] Ашманов С. А. Математические модели и методы в экономике. – М.: Изд-во
МГУ, 1980. – 199 с.

[4] Мышкис А.Д., Филимонов А.М. О глобальной непрерывной разрешимости
смешаной задачи для одномерних гиперболических систем квазилинейных
уравнений // Дифф. уравнения. – 2008. – Т. 44, №3, – С. 394-407.
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Iнтерполяцiйнi властивостi тензорних добуткiв
апроксимацiйних просторiв, асоцiйованих
з регулярними елiптичними операторами

Дмитришин М.I.
(Прикарпатський нацiональний унiверситет iм. В.Стефаника)

На просторах {Lpj (Ω)}Jj=1, 1 < pj < ∞, комплексних сумовних функцiй в
обмеженiй областi Ω ⊂ Rn класу C∞ з границею ∂Ω розглядаємо регулярно
елiптичнi оператори Aj зi сталими коефiцiєнтами [1, c. 453].

Нехай ⊗J
j Lpj (Ω) – тензорний добуток, на якому задаємо проективну норму

‖w‖⊗J
j Lpj

(Ω) = inf
w=

∑
n ⊗J

j f
j
n

∑N
n=1 ‖f1

n‖Lp1Ω)·. . .·‖fJ
n ‖LpJ

Ω).Поповнення простору

⊗J
j Lpj (Ω) у проективнiй нормi позначимо через ⊗̃J

j Lpj (Ω).
Для будь-яких чисел νj > 0, 1 < pj < ∞ визначимо банаховi простори

Eνj
pj (Aj) цiлих векторiв експоненцiального типу оператора Aj та їх об’єднання

Epj (Aj) =
⋃

νj>0 E
νj
pj (Aj), на якому задамо квазiнорму |f |Epj

(Aj) = ‖f‖Lpj
Ω) +

inf{νj > 0 : f ∈ Eνj
pj (Aj)} [2]. Поповнення тензорного добутку ⊗J

j Epj (Aj) у

проективнiй квазiнормi позначимо через ⊗̃J
j Epj (Aj).

Для чисел 0 < α < ∞ i 0 < τj ≤ ∞ визначимо апроксимацiйнi простори
Bα

pj ,τj
(Aj) =

{
f ∈ Lpj (Ω) : |f |Bα

pj,τj
(Aj) <∞

}
iз квазiнормою

|f |Bα
pj,τj

(Aj) =






(∫ ∞

0

(
tαEpj (t, f)

)τj dt
t

)1/τj

: 0 < τj <∞,

sup
t>0

tαEpj (t, f) : τj = ∞,

де Epj (t, f) = inf
|g|Epj

(Aj)
≤t

‖f − g‖Lpj
, g ∈ Epj (Aj), f ∈ Lpj (Ω).

Для 0 < q ≤ ∞, 0 < θ < 1, 0 < t < ∞ визначимо iнтерполяцiйний простiр(
⊗̃J

j Epj (Aj), ⊗̃J
j Lpj (Ω)

)
θ,q

[1, c. 23].

Теорема. Нехай 1 < pj < ∞, 1 ≤ q, qj , τj ≤ ∞, 0 < θ < 1. Тодi при

τj = θqj , θ = 1
α+1

i 1
q
− 1 =

∑J
j=1

(
1
qj

− 1
)

виконується такий iзоморфiзм

просторiв
(
⊗̃J

j Epj (Aj), ⊗̃J
j Lpj (Ω)

)
θ,q

= ⊗̃J
j [Bα

pj ,τj (Aj)]
θ.

[1] Трибель Х. Теория интерполяции, функциональные пространства, диффе-
ренциальные операторы. – М.: Мир, 1980. – 664 с.

[2] Дмитришин М.I., Лопушанський О.В. Абстрактнi простори Бєсова, асоцi-
йованi iз замкненими операторами в банахових просторах // Доп. НАН
України. – 2007. – №12. – С. 16–22.

e-mail: m−dmytryshyn@hotmail.com
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Теорема про додатно визначенiсть гiллястого
ланцюгового дробу спецiального вигляду

Дмитришин Р.I.
(Прикарпатський нацiональний унiверситет iм. В. Стефаника)

Розглянемо гiллястий ланцюговий дрiб (ГЛД)

Φ0 +
1

b01 + z01 − Φ1 −
a202

b02 + z02 − Φ2 −
a203

b03 + z03 − Φ3 − . . . , (1)

де

Φp =
1

b1p + z1p −
a22p

b2p + z2p −
a23p

b3p + z3p − . . . , p ≥ 0,

ars, r ≥ 0, s ≥ 0, r 6= 1, r+ s ≥ 2, brs, r ≥ 0, s ≥ 0, r+ s ≥ 1, – комплекснi сталi,
zrs, r ≥ 0, s ≥ 0, r + s ≥ 1, – комплекснi змiннi. Уведемо позначення

βrs = Im brs, r ≥ 0, s ≥ 0, r + s ≥ 1,

αrs = Im ars, r ≥ 0, s ≥ 0, r 6= 1, r + s ≥ 2.

ГЛД (1) назвемо додатно визначеним, якщо для довiльного натурального
n i всiх дiйсних ξrs, r ≥ 0, s ≥ 0, r + s ≥ 1, невiд’ємно визначенi квадратичнi
форми

n

Σ
r,s=0
r+s≥1

βrsξ
2
rs − 2

n

Σ
r,s=0
r+s≥2
r 6=1

αrsξrsξr−1+δr0,s−δr0 ≥ 0,

де δpq – символ Кронеккера.
Справджується наступне твердження.

Теорема. ГЛД (1) додатно визначений тодi i лише тодi, коли виконую-
ться умови:

а) уявна частина чисел brs, r ≥ 0, s ≥ 0, r + s ≥ 1, є невiд’ємна:

βrs = Im brs ≥ 0, r ≥ 0, s ≥ 0, r + s ≥ 1;

б) iснують дiйснi числа grs, r ≥ 0, s ≥ 0, r + s ≥ 1, такi, що

0 ≤ grs ≤ 1, r ≥ 0, s ≥ 0, r + s ≥ 1,

i

α2
rs = βrsβr+δr0−1,s−δr0(1 − gr+δr0−1,s−δr0 )grs, r ≥ 0, s ≥ 0, r 6= 1, r + s ≥ 2,

де αrs = Imars, r ≥ 0, s ≥ 0, r 6= 1, r + s ≥ 2, δpq – символ Кронеккера.

e-mail: dmytryshynr@hotmail.com
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Дослiдження багатоточкової параболiчної
псевдодиференцiальної задачi Неймана

Дрiнь Я.М.
(Буковинський державний фiнансово-економiчний унiверситет)

Дрiнь М.М.
(Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича)

1. Позначення. Нехай (t, x) ∈ ΠT ≡ (0, T ) × Rn, T > 0; |µ| > 1; 0 < γ1 <
· · · < γr < γ0, 0 < ν1 < · · · < νm < 1, 0 < t1 < t2 < · · · < tm = T , 0 < ν1 < · · · <
νm < 1; 0 < β1 < · · · < βm – вiдомi дiйснi числа; Ak – псевдодиференцiальний
оператор (ПДО) з символом ak: Rn → R, 0 ≤ k ≤ r, Bk, 1 ≤ k ≤ m, – ПДО з
символами bk: Rn → R, 1 ≤ k ≤ m порядкiв однорiдностi γk i βk – вiдповiдно;

A – ПДО з символом a =

r∑

k=0

ak, негладким при σ = 0, σ ∈ Rn, причому

гладкiсть символiв ak по σ при σ 6= 0 залежить вiд γ0 так: якщо γ0 ≥ 1, то
символи мають скiнченну гладкiсть [1], якщо 0 < γ0 < 1, то символи ak є
нескiнченно гладкими [2] i |Dp

σdk(σ)| ≤ ck|σ|λk−|p|, де dk ≡ ak, 0 ≤ k ≤ r,
λk ≡ γk або dk = bk, 1 ≤ k ≤ m, λk ≡ βk вiдповiдно, |p| = p1 + · · · + pn; iснує
стала δ > 0 така, що для довiльних σ ∈ Rn вiрною є нерiвнiсть: aγ0(σ) ≥ δ|σ|γ0 .

2. Основний результат. Для багатоточкової задачi

∂tu+ Au = f(t, x), µu|t=0 −
m∑

k=1

νkBku|t=tk = ϕ(x),

де f : ΠT → R, ϕ: Rn → R – вiдомi функцiї (див. [1]), побудовано фундамен-
тальний розв’язок

G(t, x) = (2π)−n

∫

Rn

exp{i(x, σ) − a(σ)t}
(
µ−

m∑

k=1

νkbk(σ) exp{−a(σ)tk}
)−1

dσ,

встановленi степеневi оцiнки його похiдних, записана формула для розв’язку
у виглядi суми згорток функцiї G з даними задачi f та ϕ.

Аналогiчний результат вiрний у випадку, коли символи ПДО, що входять
в рiвняння, залежать ще i вiд невiд’ємної часової змiнної t.

[1] Кочубей А.Н. Параболические псевдодифференциальные уравнения, ги-
персингулярные интегралы и марковские процессы. Изв. АН СССР, Сер.
мат., 1988, 51, № 5. – С. 909-934.

[2] В.В. Городецький, Я.М. Дрiнь. Дослiдження поведiнки осцилюючих iнте-
гралiв. Наук. вiсн. Чернiвецького ун-ту: Зб. наук. пр. Вип. 3. Математика,
Чернiвцi, 2011 – С. 13-18.

e-mail: drin_jaroslav@i.ua
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Спектральне розвинення для
деякого транспортного оператора

Iвасик Г.В.
(Нацiональний унiверситет "Львiвська полiтехнiка")

Розглядається оператор перенесення

Lf = −iµ df
dx

+ a(x)

1∫

−1

b(µ′)f(x, µ′)dµ′, (1)

де x ∈ R,µ ∈ [−1; 1]. Оператор L розглядається в просторi L2(D), D =
R × [−1, 1] i є узагальненням транспортного оператора, який було розгляну-
то у деяких фiзичних задачах (наприклад, задача про перенесення нейтро-
нiв). Оператор L є унiтарно еквiвалентним оператору деякої моделi Фрiдрiхса
T = S + V : H → H , де S – оператор множення на незалежну змiнну, H –
гiльбертiв простiр функцiй в областi D з вагою ρ(x,µ) = 1

µ
.

Розглянуто еволюцiйне рiвняння вигляду:
{

u̇ = iTu, t > 0
u|t=0 = u(0), u(0) ∈ D(T ).

Отже, вивчено оператор-функцiю U(t), задану рiвнiстю

u(t) = U(t)ϕ = − 1

2πi

∞∫

−∞

e(γ+iθ)tTθ−iγϕ dθ. (2)

Теорема. Розв’язок (2) еволюцiйного рiвняння має асимптотику

u(t) =
∑

eiζkt
∑

tp(ϕ, ek,p)hk,p, +O(1), t→ ∞,

де ek,p, hk,p, ∈ H – деякi елементи.

Для побудови рiвностi Парсеваля використано метод контурного iнтегру-
вання. Використано вiдому формулу для стрибка резольвенти для операторiв
моделi Фрiдрiхса. Ця формула встановлена за певних умов на властивостi
власних функцiоналiв, що вiдповiдають неперервному спектру. Неперервний
спектр транспортного оператора є нескiнченнократним, i перевiрка необхiдних
умов вимагає значної роботи.

[1] Iвасик Г. В., Черемних Є. В. Модель Фрiдрiхса для транспортного опера-
тора, Вiсник Нацiонального унiверситету "Львiвська полiтехнiка фiз.-мат.
науки, вип.643, №643, 2009. – 30-36.

[2] Ivasyk G. V. Spectral decomposition for some transport operator. Eastern-
european journal of Enterprise Technologies. – Kharkov. – 2012. – №1/4 (55). –
10-14.

e-mail: Ivasyk-G@yandex.ru
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Про метод Левi побудови та дослiдження
фундаментальних розв’язкiв вироджених
параболiчних рiвнянь типу Колмогорова

Iвасишен С.Д.
(Нацiональний технiчний унiверситет України "КПI")

Мединський I.П.
(Нацiональний унiверситет "Львiвська полiтехнiка")

Нехай n, n1, n2 – натуральнi числа такi, що n1 + n2 = n, n1 ≥ n2 ≥ 1,
x := (x1, x2) ∈ Rn , x1 := (x11, . . . , x1n1) ∈ Rn1 , x2 := (x21, . . . , x2n2) ∈ Rn2 .

Розглядається рiвняння вигляду

(S − A(t, x, ∂x1))u(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ (0, T ] × Rn, (1)

де

S := ∂t −
n2∑
j=1

x1j∂x2j , i A(t, x, ∂x1) – деякий диференцiальний вираз за x1

з коефiцiєнтами залежними вiд t i x. Рiвняння (1) називається виродженим
рiвнянням типу Колмогорова, якщо диференцiальний вираз ∂t −A(t, x, ∂x1) є
параболiчним за змiнними t i x1. Це рiвняння є узагальненням рiвняння ди-
фузiї з iнерцiєю А.М. Колмогорова. Дослiдження фундаментальних розв’яз-
кiв (ФР) таких рiвнянь проводиться за допомогою вiдповiдно модифiкованого
методу Левi. У випадку, коли коефiцiєнти рiвняння (1) залежать вiд усiх змiн-
них, задача побудови й дослiдження ФР виявилась зовсiм не простою. Рiзнi
припущення щодо коефiцiєнтiв, за яких мав би iснувати ФР, пропонували в
своїх працях М. Вебер, А. М. Iльїн, I М. Сонiн, Г. П. Малицька та iн. Де-
що iншi умови пропонуються в працях iталiйських математикiв ( див. [1] ),
а також у монографiї [2]. Побудований в цих працях ФР є не класичним, а
в певному сенсi узагальненим. Умови, якi запропонованi в [3], узагальнюють
умови з [2] i дозволяють розв’язати задачу побудови i дослiдження методом
Левi класичного ФР для вироджених рiвнянь типу Колмогорова.

Огляду, порiвнянню i аналiзу цих результатiв i присвячена наша доповiдь.

[1] Di Francesco M., Pascucci A. On a class of degenerate parabolic equations of
Kolmorov type // Appl. Math. Res. Express. –2005. – № 3. – P.77-116.

[2] Eidelman S.D., Ivasyshen S.D., Kochubei A.N. Analytic methods in the theory
of differential and pseudo-differential equations of parabolic type //Operator
Theory: Adv. and Appl. – 2004. – V.152. – 390 p.

[3] Iвасишен С., Мединський I. Про класичний фундаментальний розв’язок
задачi Кошi для ультрапараболiчного рiвняння типу Колмогорова // Су-
часнi проблеми механiки i математики: зб. наук. праць. – Львiв: IППММ
iм. Я.С. Пiдстригача НАН України – 2013. – Т.1. – С. 36–38.

e-mail: ivasyshen_sd@mail.ru, dpm.mip@polynet.lviv.ua
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Про задачу Кошi для одного параболiчного рiвняння зi
зростаючими коефiцiєнтами групи молодших членiв

Iвасишен С.Д.
(Нацiональний технiчний унiверситет України

"Київський полiтехнiчний iнститут")
Пасiчник Г.С.

(Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича)

Нехай n1, n2, n3 – заданi невiд’ємнi числа такi, що n3 ≤ n2 ≤ n3; n := n1 +
n2 + n1 > 1; змiнна x ∈ Rn складається, взагалi кажучи, з трьох груп змiнних
xl := (xl1, . . . , xlnl

) ∈ Rnl , l ∈ {1, 2, 3}. Розглядається рiвняння вигляду

∂tu−
n1∑

j,s=1

ajs∂x1j∂x1su− b

n1∑

j=1

∂x1j (x1ju) −
n2∑

j=1

x1j∂x2ju−
n3∑

j=1

x2j∂x3ju = 0,

t > 0, x ∈ Rn, (1)

в якому u = u(t, x), ajs, b – дiйснi сталi, причому ajs = asj , {j, s} ⊂ {1, ..., n1},
i виконується умова параболiчностi

∃ δ > 0 ∀ σ1 := (σ11, ..., σ1n1) ∈ Rn1 :

n1∑

j,s=1

ajsσ1jσ1s ≥ δ|σ1|2.

Вважається, що в рiвняннi (1) при n3 = 0 вiдсутня остання сума, а при n2 = 0
вiдсутнi двi останнi суми. Такого типу рiвняння є рiвнянням Фоккера–Планка–
Колмогорова вiдповiдного невиродженого чи виродженого випадкового про-
цесу дифузiйного типу.

Для рiвняння (1) знайдено явну формулу для фундаментального розв’язку
задачi Кошi (ФРЗК) Z, дослiджено властивостi функцiї Z, встановлено вла-
стивостi породжених цiєю функцiєю iнтегралiв Пуассона функцiй та узагаль-
нених мiр зi спецiальних вагових просторiв, доведено коректну розв’язнiсть
задачi Кошi в спецiальних вагових Lp-просторах та про зображення розв’яз-
кiв у виглядi iнтегралiв Пуассона.

Зазначенi результати для випадку n2 = n3 = 0 опублiковано в [1], а ре-
зультати, що стосуються ФРЗК у випадку n3 = 0, n2 ≥ 1, наведено в [2].

[1] Бабич O.О., Iвасишен С.Д., Пасiчник Г.С. Фундаментальний розв’язок за-
дачi Кошi для виродженого параболiчного рiвняння зi зростаючими коефi-
цiєнтами групи молодших членiв // Наук. вiсник Чернiвецького нац. ун-ту
iм. Ю. Федьковича. Сер.: математика: зб. наук. пр. – Чернiвцi: Чернiвець-
кий нац. ун-т. – 2011. – Т.1, No 1–2. – C. 13-24.

[2] Заболотько Т.О., Iвасишен С.Д., Пасiчник Г.С. Про фундаментальний
розв’язок задачi Кошi для деяких параболiчних рiвнянь зi зростаючими
коефiцiєнтами та деякi його застосування // Наук. вiсник Чернiвецького
нац. ун-ту iм. Ю. Федьковича. Сер.: математика: зб. наук. пр. – Чернiвцi:
Чернiвецький нац. ун-т. – 2012. – Т.2, No 2–3. – C. 81–89.
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Оцiнки мiри множини рiвня функцiй,
якi задовольняють диференцiальну нерiвнiсть

Iлькiв В.С.
(Нацiональний унiверситет "Львiвська полiтехнiка")

Нехай µ = µ(ε, a, b; f) – мiра Лебеґа множини рiвня ε для дiйсної функцiї
f ∈ Cn[a, b], тобто µ = meas{x ∈ [a, b] : |f(x)| < ε}, i виконується диференцi-
альна нерiвнiсть

∣∣∣Ln

( d
dx

)
f(x)

∣∣∣ ≥ δ на [a, b], n ∈ N, δ > 0,

де Ln(λ) = (λ+ λ1)(λ+ λn) i {λ1, . . . , λn} ⊂ R.
Тодi для довiльного ε > 0 справджується нерiвнiсть

µ ≤ min

{
b− a, min

π

n∑

j=1

2n−j+1

|λπj |
arth

(√
22j−n+1 n

√
qnε/δ

b− a
th

|λπj |(b− a)

2

)}
, (1)

де qn =
n∏

r=1

|λr|(b− a)/2

th|λr|(b− a)/2
, а мiнiмум функцiї min

π
обчислюється за всiма пе-

рестановками π = (π1, . . . , πn) множини {1, . . . , n}, а також слабша нерiвнiсть

µ ≤ min

{
b− a, n

√
2n+1 n

√
qn
ε

δ

}
. (2)

Отриманi оцiнки (1) i (2) узагальнюють та доповнюють результати частинного
випадку Ln(λ) = λn, для якого знайдено [1] точну оцiнку

µ ≤ min

{
b− a, 4

n

√
n!

2

ε

δ

}
,

i значно посилюють вiдповiдний результат з роботи [2]:

µ ≤ min

{
b− a, n

√
2n+1e(b−a)λ̄ n

√
ε

δ

}
, λ̄ =

|λ1| + · · · + |λn|
n

.

Знайденi нерiвностi (1), (2) буде використано при оцiнюваннi малих зна-
менникiв [3], якi пов’язанi з некоректними крайовими задачами для диферен-
цiальних рiвнянь з частинними похiдними.

[1] Ilkiv V.S., Maherovska T.V. Exact estimate for the measure of the level set of
the modulus of a function with high-order constant-sign derivative // Math.
studii. – 2010. – 34, № 1. – С. 57–64.

[2] Симотюк М.М. Про оцiнки мiр множин, на яких модуль гладкої функцiї
обмежений зверху // Мат. методи i фiз.-мех. поля. – 1999. – 42, № 4. –
С. 90–95.

[3] Пташник Б.И. Некорректные граничные задачи для дифференциальных
уравнений с частными производными. – К.: Наук. думка, 1984. – 264 с.
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Нелокальна крайова задача для системи
диференцiальних рiвнянь з операторними коефiцiєнтами

у багатовимiрнiй комплекснiй областi

Iлькiв В.С., Страп Н.I.
(Нацiональний унiверситет "Львiвська полiтехнiка")

У цилiндричнiй областi Dp = [0, T ] × Sp, де S ⊂ C\{0}, T > 0,
p ≥ 2, розглянуто задачу з нелокальними умовами для нормальної системи
диференцiально-операторних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами

∑

s0+|s|≤n

As0,sB
s ∂

s0u

∂ts0
= 0, (1)

µ
∂ju

∂tj

∣∣∣∣
t=0

− ∂ju

∂tj

∣∣∣∣
t=T

= ϕj , j = 0, 1, . . . ,m− 1, (2)

де s = (s1, . . . , sp) ∈ Zp
+, |s| = s1 + . . .+ sp, As0,s – квадратнi матрицi розмiру

m, An,0,...,0 = Im – одинична матриця, ϕj = ϕj(z) = col (ϕj1(z), . . . , ϕjm(z))
– заданi вектор-функцiї розмiру m, u = u(t, z) = col (u1(t, z), . . . , um(t, z)) –
шукана вектор-функцiя розмiру m, де n ≥ 1, m ≥ 1, а µ ∈ C \ {0} – параметр.
Оператор B = (B1, B2, . . . , Bp) складено з операторiв узагальненого диферен-

цiювання Bj ≡ zj
∂

∂zj
, зокрема Bjz

k = kjz
k i Bj1Bj2 = Bj2Bj1 . Степенями да-

них операторiв є B0
ju ≡ u, Bl

ju = Bj(Bl−1
j u), де j = 1, . . . , p, i Bs = Bs1

1 · · ·Bsp
p .

Розглядувана задача є некоректною за Адамаром у шкалi просторiв
{H̄q(Sp)}q∈R, де H̄q(Sp) – простiр вектор-функцiй v(z) = col (v1(z), . . . , vm(z)),

де vj(z) ∈ Hq(Sp), j = 1, . . . , m, з нормою ‖v‖H̄q(Sp) =
( m∑
j=1

‖vj‖Hq(Sp)

)1/2
, а

Hq(Sp) – гiльбертiв простiр функцiй ψ(z) =
∑

k∈Zp
ψkz

k зi скалярним добутком

(ψ,ϕ)Hq(Sp) =
∑

k∈Zp

k̃2qψkϕk, де zk = zk1
1 . . . z

kp
p , k̃ =

√
1 + k21 + . . .+ k2p, ψk ∈ C.

Розв’язнiсть цiєї задачi пов’язана з проблемою малих знаменникiв, якi виника-
ють при побудовi розв’язку. Для подолання проблеми використано метричний
пiдхiд.

У роботi встановлено достатнi умови iснування та необхiднi i достатнi умо-
ви єдиностi розв’язку задачi у шкалi просторiв {H̄n

q (Dp)}q∈R, де H̄n
q (Dp) – про-

стiр вектор-функцiй u(t, z) = col (u1(t, z), . . . , um(t, z)) з нормою ‖u‖H̄n
q (Dp) =

( m∑
j=1

‖uj‖Hn
q (Dp)

)1/2
, де uj ∈ Hn

q (Dp). Тут Hn
q (Dp) – банахiв простiр функцiй

u(t, z) таких, що похiднi ∂ru/∂tr для t ∈ [0, T ] i r = 0, 1, . . . , n належать до про-
сторiв Hq−r(Sp) i неперервнi за t у цих просторах. Норму у просторi Hn

q (Dp)

визначає наступна формула: ‖u‖2Hn
q (Dp) =

n∑
r=0

max
[0,T ]

∥∥∥∂
ru(t, ·)
∂tr

∥∥∥
2

Hq−r(S
p)

.
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Розв’язки задачi Кошi для системи квазiлiнiйних рiвнянь
першого порядку з гладкими компонентами

Казмерчук А.I.
(Прикарпатський нацiональний унiверситет

iменi Василя Стефаника)

У газовiй динамiцi, механiцi суцiльних середовищ закон руху газу або рi-
дини в окремих випадках описується гiперболiчною системою квазiлiнiйних
рiвнянь першого порядку. Враховуючи те, що нелокальний розв’язок таких
систем має розриви, виникає потреба у введеннi узагальнених розв’язкiв. У
данiй роботi вивчаються такi системи, розв’язки яких мають не бiльше однiєї
розривної компоненти.

Розглянемо систему квазiлiнiйних рiвнянь першого порядку спецiального
вигляду

ui
t + ϕi(u)x = 0, i = 1, ..., N, (1)

де для матрицi потоку

A =
∂(ϕ1, ..., ϕN)

∂(u1, ..., uN)
, ai1 = 0, i > 1.

iснують рiзнi класи K систем ([1], [2]), для яких ентропiйний розв’язок ([3])
задачi Кошi з початковою умовою

ui
∣∣∣
t=0

= ui
0(x), i = 1, ..., N (2)

є гладким.

Теорема. Нехай система (1) порядку N − 1 належить класу K, тодi
iснує єдиний ентропiйний розв’язок u(t, x) задачi (1), (2) для системи порядку
N , причому u1 ∈ L1,loc

(
[0; T ] ×R1

)
, uj ∈ C1

(
[0; T ] ×R1

)
, j = 2, ..., N .

Зауважимо, що знайдено як класи K iз скiнченним значенням T , так i
класи K з T = +∞.

[1] Рождественский Б.Л., Яненко Н.Н. Системы квазилинейных уравнений и
их приложения к газовой динамике. – М., Наука. – 1978.

[2] Казмерчук А.I., Сенькiв О.Я. Розвязування задачi Кошi для однiєї систе-
ми квазiлiнiйних рiвнянь першого порядку засобами комп’ютерної техноло-
гiї. // Вiсник Прикарпатського унiверситету. Математика. Фiзика. Хiмiя. –
1996. – Вип.2. – С. 24–29.

[3] Казмерчук А.I. До обґрунтування квазiлiнiйних методiв розв’язування
квазiлiнiйних законiв збереження з негладкими даними задачi. // Вiсник
Нац. ун-ту "Львiвська полiтехнiка". Прикладна математика. – 2000. –
№411. – С. 147-151.
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Iснування перiодичних розв’язкiв автономних систем
звичайних диференцiальних рiвнянь з параметрами

Казмерчук А.I., Кузишин I.Я.
(Прикарпатський нацiональний унiверситет

iменi Василя Стефаника)

В якiснiй теорiї для систем звичайних диференцiальних рiвнянь важливим
є iснування перiодичних розв’язкiв. У задачах бiологiї та хiмiчної кiнетики, що
зводяться до таких систем з параметрами, це питання пов’язане iз наявнiстю
циклiчних режимiв.

Розглянемо нелiнiйну автономну систему диференцiальних рiвнянь зi збу-
ренням у векторному виглядi: W ′ = BW + g(W ), де W = (w1, w2, ..., wN ) –
вектор невiдомих функцiй, W ∈ RN .

Умова I: Нехай iснує невироджена квадратна матриця C порядку N , що
B = CAC−1, g(W ) = C · h(C−1W ), де для матрицi A: aij = 0 для i < N ,
j−i 6= 1, вектор збурення має вигляд h(Z) = (0, 0, ..., 0, hN (Z)) i hN (Z) ∈ Ck+1,
Z = C−1W .

Умова II: Нехай iснує невироджена квадратна матриця C порядку N ,
що B = CAC−1, g(W ) = C · h(C−1W ), для матрицi A: aij = 0 для i < N ,
j − i 6= 1, вектор збурення має вигляд h(Z) = (0, 0, ..., 0, hN (Z)) i hN (Z) =

− ∑
α∈Λk

N∑
i=1

µα,iz
α
i .

Частинним випадком такої системи є система, розглянута в [1], а пiзнiше i
система, розглянута в [2].

Теорема 1. За умови II при N = 2, де h2(Z) = −(κz2 + λz32 + µz52), i при
N = 4, де h4(Z) = −(κz2 + λz32 + µz52), iснують перiодичнi розв’язки, якщо
(κ, λ, µ) належать лiнiйному многовиду.

Теорема 2. За умови I при N = 4, де h4(Z) = −(κ sin y′ +λ sin(y′)3), iснує
перiодичний розв’язок, якщо (κ, λ) належать лiнiйному многовиду.

Також отримано класи систем автономних диференцiальних рiвнянь при
N = 4, якi крiм тривiальних не мають iнших перiодичних розв’язкiв при не-
лiнiйних збуреннях системи.

[1] Релей (Lord Rayleigh). On maintained vibrations // Philosophical Magazine
and Journal of Science. – 1883. – Ser.5, vol.15. – P. 229–235.

[2] Казмерчук А.I., Кузишин I.Я. Узагальнення задачi Релея для авто-
номних систем звичайних диференцiальних рiвнянь. // Materialy VIII
Miȩdzynarodowej naukowi-praktycznej konferencji "Wykszta lcenie i nauka bez
granic - 2012". – 2012. – vol.33. – str. 41–43.
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Застосування двовимiрних iнтегральних рiвнянь до
розв’язування задач стацiонарної теплопровiдностi тiла

з тепловидiльним або теплопроникним
дисковим включенням

Кiт Г.С., Сушко О.П.
(Iнститут прикладних проблем механiки i математики

iм. Я. С. Пiдстригача НАН України)

Розглядаються iнтегральнi рiвняння
∫∫

S

w(ξ)

R (x, ξ)
dξS = T (x),

∫∫

S

γ(ξ)

R3 (x, ξ)
dξS − h(x)γ(x) = q(x), x ∈ S, (1)

де S – плоска однозв’язна область, обмежена гладким контуром L(x), R(x, ξ) =[
(x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2

]1/2
– вiдстань мiж точками x(x1, x2) i ξ(ξ1, ξ2). Перше

рiвняння (1) використовується при розв’язуваннi задач стацiонарної тепло-
провiдностi для безмежного тiла з тепловидiльним тонким включенням, при
цьому функцiя w(ξ) описує густину теплових джерел, а T (x) – температуру
на включеннi. Друге рiвняння вiдповiдає задачi теплопровiдностi для тiла з
теплопроникним тонким включенням, при цьому γ(ξ) описує густину тепло-
вих диполiв, h(x) – теплопроникнiсть включення, а q(x) – тепловий потiк на
ньому.

Перше рiвняння має необмежений розв’язок при довiльнiй правiй частинi,
а друге – обмежений. Коли область S круг або елiпс, а правi частини рiвнянь
(1) – полiноми степеня n по x1 i x2, то їхнi розв’язки записуються вiдповiдно
у виглядi

w(x) = ψ(x)/L(x), γ(x) = ω(x)L(x), (2)

де L(x) – рiвняння контуру областi S, а ψ(x) i ω(x) – полiноми степеня n,
коефiцiєнти яких визначаються iз системи алгебричних рiвнянь.

В осесиметричному випадку цi рiвняння для кругової областi радiуса a
мають вигляд

∞∫
0

W (η)J0 (ηr) dη = T (r) , W (η) =
a∫
0

ρw (ρ) J0 (ηρ) dρ,

∞∫
0

η2H (η) J0 (ηr) dη − h (r) γ (r) = q (r) , H (η) =
a∫
0

ργ (ρ) J0 (ηρ) dρ.
(3)

Якщо правi частини рiвнянь (3) є полiноми степеня 2n, то їхнi розв’язки
мають вигляд

w (ρ) =
1√

a2 − ρ2

n∑

k=0

ckρ
2k, γ (ρ) =

√
a2 − ρ2

n∑

k=0

bkρ
2k. (4)

Робота виконана за пiдтримки ДФФД (проект Ф53.1/026).
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Iснування злiченного числа перiодичних розв’язкiв
диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними

Клевчук I.I.
(Чернiвецький нацiональний унiверситет

iменi Юрiя Федьковича)

Розглядається гiперболiчна система

∂u

∂t
= a

∂u

∂x
+B(ε)u+ F (u, ε) (1)

з перiодичною умовою
u(t, x+ 2π) = u(t, x), (2)

де ε – малий додатний параметр, a ∈ R, a 6= 0, u ∈ Rn, n ≥ 2, F (u, ε) = O(|u|2)
при |u| → 0, функцiя F п’ять раз неперервно диференцiйовна вiдносно своїх
аргументiв, матриця B(ε) двiчi неперервно диференцiйовна вiдносно ε, має
пару власних значень вигляду α(ε) ± iβ(ε), α(0) = 0, α′(0) > 0, β(0) > 0, а
iншi власнi значення λ задовольняють умову Re λ < −2χ < 0.

Розв’язок задачi (1), (2) будемо шукати у виглядi бiжучої хвилi u =
θ(y), y = σt − x, де функцiя θ(y) має перiод 2π. Пiдставляючи u = θ(y) у
рiвняння (1), одержимо систему звичайних диференцiальних рiвнянь

(σ + a)
dθ

dy
= B(ε)θ + F (θ, ε). (3)

Рiвняння (3) буде мати перiодичний розв’язок перiоду 2π тодi i тiльки тодi,
коли

1

σ + a
[β(0) + εβ′(0) − εδ(0)

α′(0)

γ(0)
+O(ε1,5)] = k, k = ±1,±2, .... (4)

Тут γ(ε) + iδ(ε) – коефiцiєнт першого нелiнiйного доданка нормальної форми
рiвняння на многовидi, причому γ(0) < 0. Розв’язуючи рiвняння (4) вiдносно
σ, одержимо, що система (1) має злiченне число стiйких граничних циклiв при
деяких значеннях σ = σk(ε).

Дослiдимо iснування перiодичних розв’язкiв крайової задачi

∂w

∂t
+ a2

∂3w

∂x3
= ε f(w(t, x− ∆)), (5)

w(t, x+ 2π) = w(t, x), (6)

де ε – малий додатний параметр, a 6= 0, f ∈ C∞(R). Розв’язок задачi (5), (6)
будемо шукати у виглядi хвилi w = θ(y), y = σt + x, де функцiя θ(y) має
перiод 2π. Пiдставляючи w = θ(y) у рiвняння (5), одержимо диференцiаль-
не рiвняння iз запiзнюючим аргументом. Застосовуючи метод усереднення,
можна дослiдити умови iснування та стiйкостi злiченного числа перiодичних
розв’язкiв. Як приклад розглянуто рiвняння (5) з функцiєю f(w) = w − w3.

e-mail: klevchuk@yandex.ru
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Задача Кошi з iмпульсною дiєю
для сингулярних параболiчних систем
з подвiйним степеневим виродженням

Конаровська М.I.
(Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича)

У шарi Π+ = {(t, x) : t ∈ [0; T ], x ∈ E+
n }, E+

n = En−1 × (0; +∞), розглядає-
ться задача Кошi з iмпульсною дiєю для системи B-параболiчних рiвнянь

∂u(t, x)

∂t
=

∑

|k|+2j=2b

AkjD
k
x′Bj

xn
u(t, x) +

n∑

l=1

xl
∂u(t, x)

∂xl
+

+
∑

|r|+2s<2b

ars(t, x)Dr
x′Bs

xn
u(t, x) + f(t, x), (1)

u(t, x)|t=0 = ϕ(x),
∂u(t, x)

∂xn

∣∣∣∣∣
xn=0

= 0, (2)

∆tu(t, x)|t=τi = Biu(τi, x), 0 < τ1 < τ2 < · · · < τp = T, (3)

де x′ = (x1, . . . , xn−1), Bxn = ∂2

∂x2
n

+ 2ν+1
xn

∂
∂xn

, ν ≥ − 1
2
, – оператор Бесселя.

У системi рiвнянь (1) коефiцiєнти Akj при |k| + 2j = 2b сталi, а коефiцiєн-
ти ams(t, x) при |r| + 2s < 2b мають особливiсть в деякiй точцi x′

0 ∈ En−1,
x′
0 = (x01, . . . , x0,n−1). Порядок їх прямування до нескiнченностi при x′ → x′

0

характеризує функцiя

Qγ(x′ − x′
0) =






|x′ − x′
0|−γ , γ > 0, |x′ − x′

0| < 1,
ln 1

|x′−x′
0|
, γ = 0, |x′ − x′

0| < 1,

1, γ ∈ E+
1 , |x′ − x′

0| ≥ 1,
0, γ < 0, x′ ∈ En−1.

В iмпульсних умовах (3) елементи матрицi Bi сталi i

∆tu|t=τi = u(τi + 0, x) − u(τi, x), u(τi, x) = lim
t→τi−0

u(t, x).

Побудовано фундаментальну матрицю розв’язкiв Z системи (1) та знайде-
но зображення розв’язку u. При виконаннi певних умов на гладкiсть початко-
вої функцiї ϕ та неоднорiднiсть f встановлено оцiнки розв’язку.

[1] Конаровська М.I. Задачi для параболiчних систем з подвiйним степеневим
виродженням // Науковий вiсник Чернiвецького нацiонального унiверси-
тету iменi Юрiя Федьковича. Серiя: Математика: Зб. наук. пр. – 2012. –
Т.2, № 2-3. – С. 96–101.

[2] Матiйчук М.I. Параболiчнi та елiптичнi крайовi задачi з особливостями. –
Чернiвцi: Прут, 2003. – 248 с.

e-mail: mmi_marina@mail.ru
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Двостороннi оцiнки розв’язкiв рiвнянь
з вiдхиленням аргументу

Копач М.I.
(Прикарпатський нацiональний унiверситет iм. В. Стефаника)

Шувар Б.А., Обшта А.Ф.
(Нацiональний унiверситет "Львiвська полiтехнiка")

Диференцiальнi рiвняння та iншi класи операторних рiвнянь iз запiзнен-
ням аргументу мають широке застосування при моделюваннi реальних проце-
сiв у технiцi, медицинi, бiологiї, економiцi, фiзицi, демографiї та iнших галузях
науки i технiки. В таких моделях, що мають просторову протяжнiсть поведiн-
ки об’єктiв характеризуються не лише змiною по часу, але також часто зале-
жить вiд їхнього попереднього стану. Так, наприклад, в процесах керування
соцiальними явищами суттєвий вплив мають ефекти iнформацiйного запiзне-
ння. При дослiдженнi поширення сигналiв у каналах обернених зв’язкiв, що
мають скiнченну швидкiсть, яка пов’язана з iнерцiйнiстю регуляторiв, також
потрiбно враховувати запiзнення.

Починаючи з другої половини ХХ ст. почались iнтенсивнi дослiдження вла-
стивостей розв’язкiв рiзних класiв рiвнянь та їх систем, що мiстять запiзнення.
Першi теореми про iснування розв’язкiв лiнiйних диференцiальних рiвнянь iз
запiзненням та їх поведiнку були встановленнi В. Файтом, А. Д. Мишкiсом,
С. Б. Норкiним та iншими авторами. Динамiчним системам, що описуються
рiвняннями iз запiзненням, присвячена велика кiлькiсть робiт. Вiдмiтимо, що
в багатьох випадках на рiвняння iз запiзненням аргументу можна поширити
методику дослiдження звичайних диференцiальних рiвнянь, в яких невiдомi
функцiї залежать тiльки вiд поточного часу.

Авторами доповiдi для рiвняння виду

x′(t) = g(t, x(t), x(τ (t))) − h(t, x(t), x(τ (t))),

де τ (t) = t − ∆(t) є неперервною при t ∈ [t0, T ] дiйсною функцiєю, причому
∆(t) ≥ 0, g(t, y, z), h(t, y, z) є неперервними при t ∈ [t0, T ], y, z ∈ S(x0,M) =
{x : |x − x0| ≤ M} дiйсними функцiями, розв’язок якого повинен задоволь-
няти умову x(t) = ϕ(t) при t ≤ t0 з неперервною функцiєю ϕ(t), встановленi
теореми про iснування, єдинiсть та двостороннi оцiнки такого розв’язку. Вста-
новленi також теореми про iснування, єдинiсть та двосторонню апроксимацiю
розв’язкiв безтипних функцiонально-диференцiальних рiвнянь.

Одержанi результати є продовженням дослiджень з [1]. Побудованi алго-
ритми можна розглядати як аналоги двостороннiх методiв Курпеля для ди-
ференцiальних рiвнянь з пiслядiєю.

[1] Шувар Б.А., Копач М.I., Ментинський С.М., Обшта А.Ф. Двостороннi на-
ближенi методи // Iв.-Франкiвськ: ВДВ ЦIТ, 2007. – 515 с.
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Задача з iнтегральними умовами за часовою змiнною для
систем гiперболiчних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами

Кузь А.М.
Пташник Б.Й.

(IППММ iм.Я.С.Пiдстригача НАН України, м. Львiв)

В областi Dp = {(t, x) ∈ Rp+1 : 0 < t < T, x ∈ Rp} розглянемо задачу

L (∂/∂t, ∂/∂x) [~u] :=
∑

|s|∗=2n

As
∂2n~u(t, x)

∂t2s0∂xs1
1 · · · ∂xsp

p

= 0, (t, x) ∈ Dp, (1)

Uj [~u] := αj
∂2(j−1)~u

∂t2(j−1)

∣∣∣∣
t=0

+ βj

∫ T

0

trj~u(t, x)dt = ~ϕj(x),

Un+j [~u] := αn+j
∂2(j−1)~u

∂t2(j−1)

∣∣∣∣
t=T

+ βn+j

∫ T

0

trn+j~u(t, x)dt = ~ϕn+j(x),

(2)

j ∈ {1, . . . , n},
в якiй s = (s0, s1, . . . , sp) ∈ Zp+1

+ , |s|∗ = 2s0 + s1 + · · · + sp, As = ‖asq,j‖mj,q=1,
asq,j ∈ R, A(n,0,...,0) = E; система (1) – строго гiперболiчна за Петровським;
rj ∈ Z+, j ∈ {1, . . . , 2n}, rq > rl, q > l; ~u(t, x) = col(u1(t, x), . . . , um(t, x)),
~ϕj(x) = col(ϕ1

j (x), . . . , ϕm
j (x)), ϕq

j (x) =
∑

k∈Zp ϕ
q
jk exp(iµk, x), q ∈ {1, . . . ,m},

j ∈ {1, . . . , 2n}, – майже перiодичнi функцiї зi спектром Mp := {µk ∈ Rp :
µ−k = −µk, d2|k|σ 6 |µk| 6 d1|k|σ , d1, d2, σ > 0, k ∈ Zp}, |µk| = |µk1 |+ · · ·+ |µkp |,
|k| = |k1| + · · · + |kp|, (µk, x) = µk1x1 + · · · + µkpxp.

H̄α
B, α ∈ R, – простiр, отриманий шляхом поповнення простору скiнчен-

них сум вигляду ~v(x) =
∑

|k|6N ~vk exp(iµk, x), µk ∈ Mp, за нормою ‖~v; H̄α
B‖ =

∑m
q=1(

∑
µk∈Mp

|vqk|2(1+ |µk|)2α)1/2; Ch
(
[0, T ], H̄α

B

)
– простiр функцiй ~u(t, x) та-

ких, що для довiльного фiксованого t ∈ [0, T ] dj~u(t, ·)/dtj , j ∈ {0, 1, . . . , h},
належать простору H̄α

B i неперервнi за t ∈ [0, T ] в нормi цього простору
‖~u;Ch

(
[0, T ], H̄α

B

)
‖ =

∑h
j=0 maxt∈[0,T ] ‖dj~u(t, ·)/dtj ; H̄α

B‖.
Для кожного µk ∈ Mp позначимо: λjk, j ∈ {1, . . . , 2nm}, – коренi рiвняння

detL(λ, iµk) = 0, ~hkj – ненульовий стовпець матрицi L∗(λjk, iµk), яка є приєд-
наною до матрицi L(λjk, iµk), ∆(µk, T ) = det ‖Uq [~hkj exp(λjkt)]‖q=1,...,2n

j=1,...,2nm.

Теорема. Нехай ∆(µk, T ) 6= 0 для всiх µk ∈ Mp i iснує стала
η > 0 така, що для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв µk ∈
Mp виконується нерiвнiсть |∆(µk, T )| > (1 + |µk|)−η. Якщо ~ϕj(x) ∈
H̄

η+α+2n2m+2n(m−1)
B , j ∈ {1, . . . , 2n}, то iснує єдиний розв’язок задачi (1), (2)

iз простору C2n
(
[0, T ], H̄α

B

)
, який неперервно залежить вiд функцiй ~ϕj(x).

Знайдена стала η така, що для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел
T > 0 нерiвнiсть |∆(µk, T )| > (1+|µk|)−η виконується для всiх (крiм скiнченної
кiлькостi) векторiв µk ∈Mp.

Дослiдження пiдтриманi ДФФД України (проект № 54.1/027).

e-mail: kuz.anton87@gmail.com, ptashnyk@lms.lviv.ua
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Пiдсумовування функцiональних рядiв методом
гiбридних iнтегральних пертворень типу

Фур’є-Ейлера-Бесселя-(Конторовича-Лєбєдєва)

Ленюк О.М.
(Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича)

Розглянемо задачу про побудову обмеженого на на множинi I3 =
{
r : r ∈

(R0, R1)∪ (R1, R2)∪ (R2, R3)∪ (R3, R4); R0 ≥ 0, R4 <∞
}

розв’язку сепаратної

системи чотирьох диференцiальних рiвнянь вiдповiдно Фур’є, Ейлера, Бессе-
ля, (Конторовича-Лєбєдєва)

(
Lj − q2j

)
uj(r) = −gj(r), r ∈ (Rj−1, Rj), j = 1, 4, (1)

за крайовими умовами
(
α0
11d/dr + β0

11

)
u1(r)

∣∣∣
r=R0

= g0,
(
α4
22d/dr + β4

22

)
u4(r)

∣∣∣
r=R4

= gR (2)

та умовами спряження
[(
αk
j1d/dr + βk

j1

)
uk(r) −

(
αk
j2d/dr + βk

j2

)
uk+1(r)

]∣∣∣
r=Rk

= ωjk; (3)

j = 1, 2; k = 1, 3.

У системi (1) беруть участь диференцiальнi оператори Фур’є L1 ≡ d2/dr2

[1], Ейлера L2 ≡ B∗
α1

= r2
d2

dr2
+ (2α1 + 1)r

d

dr
+ α2

1, 2α1 + 1 > 0 [1], Бесселя

L3 ≡ Bν2,α2 =
d2

dr2
+

2α2 + 1

r

d

dr
− ν22 − α2

2

r2
, ν2 ≥ α2 ≥ −1/2 [1], Конторовича-

Лєбєдєва L4 ≡ Bα3 = r2
d2

dr2
+ (2α3 + 1)r

d

dr
+α2

3 − λ2r2, 2α3 + 1 > 0, λ ∈ (0,∞)

[2].
Методом порiвняння розв’язку крайової задачi (1)–(3), побудованого,

з одного боку, методом функцiй Кошi, а з другого боку, методом скiн-
ченного гiбридного iнтегрального перетворення типу Фур’є-Ейлера-Бесселя-
(Конторовича-Лєбєдєва) пiдсумовано полiпараметричну сiм’ю функцiональ-
них рядiв за власними елементами гiбридного диференцiального оператора
Фур’є-Ейлера-Бесселя-(Конторовича-Лєбєдєва).

[1] Веренич I.I., Ленюк О.М. Пiдсумовування функцiональних рядiв за вла-
сними елементами гiбридного диференцiального оператора Фур’є-Ейлера-
Бесселя на сегментi [R0, R3] полярної вiсi // Крайовi задачi для диферен-
цiальних рiвнянь: зб.наук. пр. – Чернiвцi: Прут, 2008. – Вип. 17. – С.15-31.

[2] Ленюк М.П., Мiхалевська Г.I. Iнтегральнi перетворення типу Конторовича-
Лєбєдєва. – Чернiвцi: Прут, 2002. – 280 с.
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Задача Кошi для параболiчного диференцiального
рiвняння над полем p-адичних чисел

з iмпульсним впливом

Лучко В.М.
(Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича)

Нехай p – просте число, яке буде фiксованим. Введемо у полi Q норму |x|p
за правилом |0|p = 0, |x|p = p−γ , якщо рацiональне число x подано у виглядi
x = pγ m

n
, де m, n, γ ∈ Z, m, n не дiляться на p. Доповнення Q за p-адичною

нормою утворює поле Qp p-адичних чисел. Норма | · |p володiє наступними
властивостями: |x|p = 0 у тому випадку, коли x = 0; |xy|p = |x|p|y|p; |x+ y|p ≤
max (|x|p, |y|p).

Введемо у розгляд клас Mγ (γ ≥ 0) комплекснозначних функцiй ϕ(x) на
Qp, якi задовольняють умови: 1) |ϕ(x)| ≤ c

(
1 + |x|γp

)
; 2) iснує натуральне число

N = N(ϕ) таке, що для довiльного x ∈ Qp виконується ϕ(x+ x′) = ϕ(x), |x′| ≤
p−N .

Розглянемо параболiчне рiвняння

∂u(t, x)

∂t
+ a (Dαu) (t, x) = 0, x ∈ Qp, t ∈ (τ0, T ], (1)

розв’язок якого будемо шукати при t 6= τi такий, що задовольняє умови

u(t, x)|t=τ0 = ϕ(x), (2)

u(τi + 0, x) − u(τi − 0, x) = Biu(τi − 0, x), (3)

де ϕ ∈ M0, a > 0, α ≥ 1, Bi – сталi, τ0 < τ1 < ... < τp < T , i = 1, ..., p.

Теорема. Нехай ϕ ∈ Mβ , β < α, вирази 1+Bi 6= 0, i = 1, ..., p, тодi розв’я-
зок задачi ( (1))–( (3)) подається у виглядi u(t, x) =

∫
Qp

G(t, τ0, x− ξ)ϕ(ξ)dξ, де

функцiя Грiна G(t, τ0, x) задачi (1)–(3) визначається як обернене перетворе-
ння Фур’є матрицанта i для неї мають мiсце оцiнки

|G(t, x)| ≤ ct
(
t

1
α + |x|p

)−α−1

,
∣∣∣∣
∂G(t, x)

∂t

∣∣∣∣ ≤ c
(
t

1
α + |x|p

)−α−1

.

[1] Владимиров В.С. Обобщенные функции над полем p-адитических чисел /
В.С. Владимиров // УМН. – 1988. – Т. 43, вып. 5. – С. 17-53.

[2] Кочубей А.Н. Параболические уравнения над полем p-адических чисел /
А.Н. Кочубей // Изв. АН СССР. Сер. матем. – 1991. – Т. 55, №6. – С. 1312-
1330.
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Про характеристичну i спектральну матрицi крайової
задачi для узагальненої диференцiальної системи

Мазуренко В.В.
(Прикарпатський нацiональний унiверситет iм. В.Стефаника)

Розглядається коректна система узагальнених диференцiальних рiвнянь

JY ′ = [B′(x) + λA′(x)]Y, (1)

де J – косоермiтова унiтарна p×p матриця, Y (x) – p-вимiрна вектор-функцiя,
B(x),A(x) – ермiтовi p×p матрицi-функцiї з елементами з класу BV +

loc[0,∞),
B′(x),A′(x) – їх узагальненi похiднi (мiри Стiльтьєса), λ ∈ C – параметр.

Спершу вивчається крайова задача, породжена самоспряженими крайови-
ми умовами PY (0) + QY (b) = 0, якi визначаються неособливою J-унiтарною
парою матриць (P, Q). У цьому випадку виникає дробово-лiнiйне перетворе-
ння, котре кожнiй парi (P, Q) ставить у вiдповiднiсть N-функцiю XP,Q(b, λ),
названу характеристичною матрицею, за якою конструктивно будується ма-
триця Ґрiна крайової задачi.

Важливим наслiдком теорiї граничної точки i граничного круга [1], що далi
поширюється на випадок системи (1), є обмеженiсть XP,Q(b, λ) при фiксова-
ному λ i b → ∞. Звiдси в свою чергу випливає рiвномiрна по b обмеженiсть
спектральної матрицi розподiлу SP,Q(b, λ), що дає пiдстави для граничного
переходу при b→ ∞.

Теорема 1. Якщо Imλ 6= 0, то справджується спiввiдношення
∫ ∞

−∞

Im
(
µ− λ

)−1
dSP,Q(µ) = ImXP,Q(λ).

Теорема 2. Iснує визначена на (−∞,∞) неспадна, неперервна справа, ер-
мiтова матриця-функцiя S(µ) така, що

1) S(0) = 0;
2) S(µ) = lim

b→∞
SP,Q(b, µ) для всiх µ, в яких S(µ) неперервна;

3) |trS(µ)| < c(1 + µ2), c > 0.

Теорема 3. Якщо µ дiйсне, то

S(µ) =
1

π
lim

τ→0+

∫ µ

0

ImX (σ + iτ )dσ.

Далi, якщо Imλj 6= 0 (j = 1, 2), то

X (λ1) − X (λ2) =

∫ ∞

−∞

[
(µ−λ1)−1 − (µ−λ2)−1

]
dS(µ).

[1] Weyl H. Über gewönliche Differentialgleichungen mit Singularitäten und die
zugenhörigen Entwicklungen Willkürlicher Funktionen // Math. Ann. - 1910. -
68. - S. 220-269.
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Про стабiлiзацiю iнтеграла Пуассона
для систем рiвнянь типу Колмогорова

Малицька Г.П.
(Прикарпатський нацiональний унiверситет iм. В. Стефаника)

Буртняк I.В.
(Прикарпатський нацiональний унiверситет iм. В. Стефаника)

Розглядаємо систему рiвнянь

∂tuν(t, x) −
n0−1∑

j=1

xj∂xj+1uν(t, x) =
n∑

r=1

2b∑

k=0

arνk (t)∂k
x1
ur(t, x), (1)

ν = 1, ..., n, n0 > 1, n ∈ N, 0 ≤ τ < t ≤ T, b ∈ N,

uν(t, x)|t=τ = uν0(x), x ∈ Rn0 , (2)

де

∂twν(t, x1) =

2b∑

k=0

n∑

r=1

arνk (t)∂k
x1
wr(t, x1), (3)

рiвномiрно параболiчна система в сенсi Петровського для ∀t ∈ [0, T ], arνk (t) –
комплекснозначнi функцiї, неперервнi для ∀t ∈ [0, T ], uν0(x) – iнтегровна за
Лебегом, обмежена функцiя.

Основна теорема про стабiлiзацiю. Якщо система (1) задовольняє
умови

1) arν0 ≡ 0,
2) похiднi функцiї Грiна G(t, x1) вiдповiдної системi (1) параболiчної си-

стеми (3) задовольняють умову

|DmG(t, x)| ≤ Ca(t)−1−m exp{−c( |x1|
a(t)

)q)}, a(t) −→ ∞, t −→ ∞, C > 0, c >

0, C, c− const, q = 2b
2b−1

, a(t) > 0.
I якщо виконується одна iз наступних умов:
а) вектор-функцiя u0(x) має кутове граничне середнє l:

1
n0∏

j=1
aj

∫
Rea

u0(ξ)dξ −→ l, aj −→ ∞, j = 1, ..., n0, Rea = {x, x ∈ Rn0 , 0 ≤

ǫ1x1 ≤ a1, ..., 0 ≤ ǫn0xn0 ≤ an0 , a = (a1, ..., an0), e = (ǫ1, ..., ǫn0), ǫj = −1,+1; j =
1, ...n0};

б) у систему (1) входять похiднi по x1 тiльки парних порядкiв, а u0(x)
має центрально симетричне середнє l:

1

2
n0∏

j=1
aj

∫
Rea+R−ea

u0(ξ)dξ −→ l, aj −→ ∞, j = 1, ..., n0,

або u0(x) має граничне середнє l:

1

2n0
n0∏

j=1
aj

a1∫
−a1

...
an0∫

−an0

u0(ξ)dξ −→ l, aj −→ ∞, j = 1, ..., n0,

то розв’язок задачi (1), (2) u(t, x) −→ l при t −→ ∞ рiвномiрно в кожному
скiнченному паралелепiпедi простору Rn0 .

41



Алгебраїчнi структури у просторi лiпшицевих функцiй

Марцiнкiв М.В.
(Прикарпатський нацiональний унiверситет iм. В. Стефаника)

Розглянемо лiпшицеве вiдображення F : X → Y, де X,Y – метричнi про-
стори. Метричний простiр X з додатною дiйснозначною функцiєю α(x) та-
кою, що |α(x1) − α(x2)| ≤ ρ(x1, x2) ≤ α(x1) + α(x2), для довiльних елементiв
x1, x2 ∈ X називають нормованою множиною, а функцiю α(x) – нормою ме-
тричного простору. Вiдомо, що довiльний метричний простiр X є нормованим
вiдносно норми α(x) = ρ(θ, x), де θ – довiльна фiксована точка простору X.
Такий простiр (X,α) називається простором з вiдмiченою точкою. Нормо-
вана множина X з вiдмiченою точкою θ називається нормалiзованою, якщо
α(x) = 1, для довiльних x ∈ X, x 6= θ. Позначимо через N множину всiх пов-
них нормалiзованих множин. Через Lip0(X,E) позначимо пiдмножину всiх
лiпшицевих вiдображень F (x) з метричного простору (X,α) з вiдмiченою то-
чкою θ у нормований лiнiйний простiр E, таких, що |F (x)| ≤ LFα(x), де LF –
лiпшицева стала. Вiдомо, що для кожної нормованої множини X iснує єдиний,
з точнiстю до iзометричного iзоморфiзму, банахiв простiр B(X) над полемK, а
також iзометричне вкладення ν : X → B(X) такi, що довiльне вiдображення
F з Lip0(X,E) може бути продовжене до лiнiйного неперервного оператора
F̃ : B(X) → E, причому ‖F̃ ‖ = LF для довiльного нормованого простору
E. Простiр B(X) називається вiльним банаховим простором над метричним
простором X.

Алгебраїчнi структури у просторi лiпшицевих функцiй частково розгляда-
лися Н. Вiвером [1, c. 110], зокрема доведена така теорема: нехай X є обме-
женою повною нормованою множиною, тодi множина ∗-слабко неперервних
скалярних гомоморфiзмiв простору Lip(X) є iзометричною до X. Викори-
стовуючи вiдомостi з [1] вдалося встановити новi факти вiдносно алгебраї-
чних структур у просторi лiпшицевих вiдображень. Зокрема, доведено, що:
простiр B(X)′ = Lip0X є пiдалгеброю (без одиницi) простору LipX; нехай
X,Y ∈ N i оператор T : B(Y ) → B(X) є лiнiйним оператором, таким що
T ∗ : B(X)′ → B(Y )′ є iзоморфiзмом алгебр, тодi T (Y ) = X; якщо T ∗ є iзоме-
тричним iзоморфiзмом алгебр, тодi X та Y є iзометричними; нехай X – повна
нормована множина, така що α(x) ≥ 1 для довiльних x ∈ X, x 6= θ, тодi iснує
замкнена пiдмножина Xη одиничної сфери B(X) ∪ θ така, що Xη ∈ N i B(X)
є iзометрично iзоморфним до B(Xη).

Отже, у доповiдi розглядатимуться нормалiзованi множини, нелiнiйнi вiд-
ображення мiж цими множинами, вiльними банаховими просторами та їх вла-
стивостi.

[1] Weaver N. Lipschitz Algebras. – Singapore, New Jersey, London, Hong Kong:
World Scientific, 1999.

e-mail: mariadubey@gmail.com
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Про один клас iндуктивних границь

Маслюченко В.К.
(Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича)

Фiлiпчук О.I.
(Буковинський державний фiнансово-економiчний унiверситет)

В останнi роки пожвавився iнтерес до дослiдження множини C(f) точок
сукупної неперервностi нарiзно неперервних вiдображень f : X × Y → Z та їх
аналогiв з значеннями у просторах, близьких до метризовних: σ-метризовних,
сильно σ-метризовних просторах, просторах Мура, вичерпних просторах, то-
що (див. [1-4] i вказану там лiтературу).

У працi [5] був введений один клас iндуктивних границь Z = [E,F ], побу-
дований на основi пари (E,F ) нормованих просторiв, таких, що F є лiнiйним
пiдпростором E i тотожне вкладення F →֒ E неперервне, та вказано умову,
коли вiдповiдна iндуктивна границя не регулярна. Постає природне питання:
з’ясувати, за яких умов iндуктивнi границi [E,F ] будуть належати до тих чи
iнших класiв просторiв, близьких до метризовних i якими можуть бути мно-
жини C(f) у нарiзно неперервних вiдображень f : X × Y → [E,F ]. Тут ми
подамо першi результати, отриманi нами у цьому напрямку.

Нехай (E, ‖ · ‖E) i (F, ‖ · ‖F ) – нормованi простори над полем K дiйсних або
комплексних чисел, такi, що F – лiнiйний пiдпростiр E i iснує така додатна
константа γ, що ‖f‖E ≤ γ‖f‖F для кожного f ∈ F .

Покладемо

Z̃n = E × E × · · · × E︸ ︷︷ ︸
n

×F × . . . ,

Zn = {z = (zn)∞n=1 ∈ Z̃n : ‖z‖n = sup{‖z1‖E , . . . , ‖zn‖E , ‖zn+1‖F , . . . } < +∞}

i Z =
∞⋃

n=1

Zn. Простори (Zn, ‖·‖n) є нормованими, причому тотожнi вкладення

Zn →֒ Zn+1 неперервнi. Надiлимо простiр Z топологiєю iндуктивної границi
послiдовностi його пiдпросторiв Zn [6, с. 46]. Побудований локально опуклий
простiр Z = lim indZn ми позначаємо символом [E, F ].

Теорема 1. Нехай B = {f ∈ F : ‖f‖F ≤ 1} – одинична куля у просторi
F , причому iснує елемент g ∈ [B]E \ F , де [B]E – замикання множини B у

просторi E. Тодi iснує така послiдовнiсть точок z(m) ∈ Z, що z(m) → 0, але
{z(m) : m ∈ N} 6⊆ Zn для кожного номера n.

Зауважимо, що пара (E,F ) = (C[0, 1], C1[0, 1]) задовольняє умову теореми
1, а пара (E,F ) = (K, {0}) – нi. При цьому

[K, {0}] = lim indKn

– це простiр фiнiтних послiдовностей скалярiв i вiдповiдна iндуктивна границя
буде регулярною за теоремою Дьєдонне-Шварца [6, с. 54].
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Теорема 2. Нехай нормований простiр F є замкненим пiдпростором нор-
мованого простору E. Тодi [E, F ] = lim indZn – це строга iндуктивна границя
i сильно σ-метризовний простiр з вичерпуванням (Zn)∞n=1.

[1] Маслюченко В.К., Михайлюк В.В., Фiлiпчук О.I. Сукупна неперервнiсть
KhC-функцiй зi значеннями в просторах Мура // УМЖ. – 2008. – 60,
№11. – С.1539-1547.

[2] Hola L., Piotrowski Z. Set of continuity points of functions with values in
generalized metric spaces // Tatra Mt. Math. Publ. – 2009. – 42. – pp.149–160.

[3] Маслюченко В., Мироник О. Сукупна неперервнiсть вiдображень зi зна-
ченнями в рiзних узагальненнях метризовних просторiв // Всеукр. наук.
конф. "Сучаснi проблеми теорiї ймовiрностей та математичного аналiзу".
Тези доповiдей. – Ворохта, 20-26 лютого, 2012. – Iвано-Франкiвськ: При-
карп. нац. ун-т, 2012. – С.5-6.

[4] Фiлiпчук О.I. Нарiзно неперервнi вiдображення та їх аналоги зi значеннями
в неметризовних просторах: Дис. ... канд. фiз.-мат. наук. – Чернiвцi, 2010. –
124 c.

[5] Маслюченко В.К. Ограниченные множества в индуктивных пределах //
Чернов. ун-т. – Черновцы, 1983. – 14с. – Деп. в УкрНИИНТИ 25.X.1983,
N1204-Ук-Д83.

[6] Маслюченко В.К. Лiнiйнi неперервнi оператори. Навчальний посiбник. –
Чернiвцi: Рута, 2002. – 72с.

e-mail: v.maslyuchenko@gmail.com, o-sh@ukr.net
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Про задачi зi спектральними фрактальними
операторами параболiчного типу

Матiйчук М.I.
(Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича)

При моделюваннi фiзичних, бiологiчних, технiчних процесiв виникають за-
дачi з оператором дробового диференцiювання.

На поверхнi S′ в En iз класу Дiнi, яка обмежує область Ω, розглянемо
параболiчне рiвняння

Λ(D)u ≡ ∂u

∂t
+ (−1)b∆b

xu = 0, b ≥ 1,

де ∆x – оператор Лапласа-Бельтрамi.
За допомогою фундаментального розв’язку G(t, x) визначимо оператори

Jα
Λf(t, x) =

1

Γ(α)

t∫

0

(t− τ )α−1dτ

∫

S

G(t− τ, x, ξ)f(τ, ξ)dSξ,

Dα
Λf(t, x) = ∆DJ

1−α
Λ (t, x), α ∈ (0, 1).

Для рiвняння з модифiкованим оператором дробового диференцiювання в
областi Q = (0, T ) × S розглядається задача Кошi

Lu ≡ Dα
Λu− u(0, x)

Γ(1 − α)tα
−

∑

|k|≤[2bα]

Ak(t, x)Dk
xu = f(t, x), (1)

u|t=0 = ϕ(x), (2)

та двоточкова крайова задача

Lu +B(t)P (t)u = f(t, x), (3)

u|t=0ϕ(x), u|t=T = ψ(x) (4)

з невiдомими (u, P (t)).
Також розглядається задача для псевдодиференцiального рiвняння

Lu = F−1
σ→x

(
− a(σ)Fx→σu

)

з гладким символом.

[1] Матiйчук М.I. Параболiчнi та елiптичнi задачi у просторах Дiнi. – Чернiвцi:
ЧНУ, 2010. – 248 с.

[2] Матiйчук М.I. Параболiчнi сингулярнi крайовi задачi. – Київ: Iн-т матема-
тики НАН України, 1999. – 176 с.

e-mail: katty_diff@mail.ru
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Дослiдження стiйкостi до збурень гiллястих
ланцюгових дробiв з додатними елементами

Матулка К.В., Гладун В.Р.
(Нацiональний унiверситет "Львiвська полiтехнiка")

Об’єктом дослiдження є гiллястий ланцюговий дрiб (ГЛД) з додатними
елементами

b0 +
∞

D
k=1

N∑

ik=1

ai(k)
bi(k)

, (1)

де N ∈ N – кiлькiсть гiлок розгалуження, i(0) = i0 = 0, i(k) = i1i2...ik, ip =

1, N , p = 1, k, k = 1, 2, ..., – мультиiндекси.
ГЛД мають властивiсть обмеженого нагромадження похибок, що виника-

ють в процесi їх обчислень. Аналiз оцiнок похибок пiдхiдних дробiв ГЛД по-
казує, що вони залежать не тiльки вiд похибок елементiв, але i вiд самих еле-
ментiв. Тому актуальними є задачi вивчення умов, при виконаннi яких ГЛД
є стiйким до збурень їх елементiв та побудови множин стiйкостi до збурень.

Позначимо ξi(k) =
N∑

τ=1

Q
(2m+1)

i(k) /ai(k)

Q
(2m+1)
i(k−1)τ/ai(k−1)τ

, де Q(2m+1)
i(k) – залишки пiдхiдних

дробiв непарного порядку ГЛД (1).

Доведемо, що
2s+1∏

k=1

Q
(2m+1)

i(k)

ai(k)
, 1 ≤ s ≤ m, є многочленами вiд змiнних ξi(k),

k = 1, 2s+ 1 вигляду
2s+1∏

k=1

Q
(2m+1)
i(k)

ai(k)
= Pi(2s)

Q
(2m+1)
i(2s+1)

ai(2s+1)

+Ri(2s+1), s = 1, m, (2)

де Pi(2s) = Pi(2s)

(
ξi(2), ξi(3), ..., ξi(2s)

)
, Ri(2s+1) = Ri(2s+1)

(
ξi(3), ξi(4), ..., ξi(2s+1)

)

– многочлени вiд вiдповiдних змiнних, якi задовольняють рекурентнi спiввiд-
ношення





Pi(2s) =
1

ai(2s−1)

(
bi(2s)bi(2s−1)

ai(2s)
+ ξi(2s)

)
Pi(2s−2) +

bi(2s)
ai(2s)

Ri(2s−1),

Ri(2s+1) =
1

ai(2s)
ξi(2s+1)

(
bi(2s−1)

ai(2s−1)

Pi(2s−2) +Ri(2s−1)

)
, s = 1,m

(3)

при початкових умовах Pi(0) = 1, Ri(1) = 0.
Використовуючи рекурентнi спiввiдношення (3) встановлено ознаку стiй-

костi до збурень ГЛД (1).

e-mail: katerynamatulka@gmail.com, v_hladun@yahoo.com
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Асимптотика фундаментальної системи розв’язкiв
квазiдиференцiального рiвняння з мiрами на пiвосi

Махней О.В.
(Прикарпатський нацiональний унiверситет

iменi Василя Стефаника)

Розглянемо квазiдиференцiальне рiвняння

n∑

i=0

m∑

j=0

(
aijy

(n−i)
)(m−j)

= λy, (1)

де m, n – деякi натуральнi числа, a00 = 1, a10 = a01 = 0, ai0, a0j ∈ L2[a, b],
aij(x) = b′ij(x), – неперервнi справа функцiї обмеженої на [0,∞) варiацiї, тоб-
то bij – мiри; λ – комплексний параметр. Покладемо λ = −ρr, r = n + m, i
розiб’ємо всю комплексну ρ-площину на 2r секторiв Sq, q = 0, 2r − 1, якi ви-
значаються нерiвностями qπ

r
≤ arg ρ ≤ (q+1)π

r
. Квазiпохiдними функцiї y(x),

що вiдповiдають квазiдиференцiальному виразу з лiвої частини рiвняння (1),
будемо називати функцiї y[k](x), k = 0, r, якi визначаються формулами

y[k] = y(k), k = 0, n− 1; y[n] =

n∑

i=0

ai0y
(n−i);

y[n+k] =
(
y[n+k−1]

)′
−

n∑

i=0

aiky
(n−i), k = 1, m.

Теорема. За накладених вище умов рiвняння (1) має r лiнiйно незале-
жних розв’язкiв yk(x, ρ), таких, що при x ≥ a ≥ 0

y
[ν]
k (x, ρ) = ρνeρωkxzkν(x, ρ), k = 1, r, ν = 0, r − 1,

де функцiї zkν(x, ρ) обмеженi в областi ρ ∈ Sq, |ρ| ≥ r > 0; числа ωk –

всi рiзнi коренi r-го степеня з −1. Функцiї y
[ν]
k (x, ρ) неперервнi за сукупнi-

стю змiнних x, ρ i однозначнi аналiтичнi функцiї змiнної ρ для кожно-
го фiксованого значення x. Для ρ ∈ Sq, ρ → ∞ мають мiсце формули

y
[ν]
k (x, ρ) = ρνeρωkx [ων

k +O (1/ρ)] рiвномiрно вiдносно x ∈ [0,∞).

Отриманi формули узагальнюють окремi результати роботи [1] i дозволя-
ють дослiджувати спектр вiдповiдного квазiдиференцiального оператора.

[1] Фунтаков В.Н. О разложении по собственным функциям несамосопряжен-
ного дифференциального оператора произвольного четного порядка на по-
луоси [0,∞) // Изв. АН Аз. ССР. – 1960. – №6. – С. 3-21.
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Дослiдження граничних циклiв в системах нелiнiйних
диференцiальних рiвнянь з дробовими похiдними

Мелешко В.В., Бойко З.В.
(IППММ iм. Я.С. Пiдстригача НАН України)

З точки зору практичних застосувань динамiчних систем, найбiльший iн-
терес представляють автоколивання. Останнiми роками особливу увагу при-
вертають дробовi системи такого типу, а саме системи Лотки-Вольтерра,
Бонхоффера-ван-дер-Поля, Чуа, Лоренца. З формальної точки зору, обра-
зом автоколивань є атрактори – траєкторiї, що притягають до себе близькi
розв’язки. Перiодичним автоколиванням вiдповiдає найпростiший атрактор –
граничний цикл у фазовому просторi. У стандартних системах другого по-
рядку може iснувати лише найпростiший нетривiальний атрактор – замкнута
траєкторiя, до якої збiгаються усi найближчi траєкторiї. Проведенi дослiдже-
ння показали, що в двокомпонентних системах з дробовими похiдними рiзних
порядкiв

τ ·Dαu = F (u,A) ,

де Dαu = (dα1u1/dt
α1 , dα2u2/dt

α2)T – диференцiальний оператор Капуто, α1,
α2 ∈ (0, 2), u = (u1 (t) , u2 (t))T , F (u,A) = (f1(u1, u2, A), f2(u1, u2, A))T – не-
лiнiйна вектор-функцiя, A – зовнiшнiй параметр, τ = diag(τ1, τ2) – ситуацiя
може бути якiсно iншою.

В якостi об’єктiв дослiдження вибранi класичнi найпростiшi нелiнiйнi си-
стеми з дробовими похiдними: модель брюсселятора i Бонхоффера-ван-дер-
Поля. Дослiдження показали, що характернi часи i порядки дробових похi-
дних вiдiграють важливу роль для умов нестiйкостi розв’язку i нелiнiйної ди-
намiки системи. Стацiонарнi розв’язки в системах такого типу можуть бути
нестiйкими в бiльш широкому дiапазонi параметрiв, нiж у системi з цiлими
похiдними. В результатi нестiйкостi в таких системах можуть виникати як
простi граничнi цикли, так i складнi (включаючи дивнi атрактори) граничнi
цикли з самоперетинами (рис. 1).

(а) (б) (в)

Рис. 1. Приклади граничних циклiв в системi брюсе-
лятора (а) та Бонхоффера-ван-дер-Поля (б та в) при:
α1 = 1.8, α2 = 0.47, A = 0.8, B = 2 – (а); α1 = 1.8,
α2 = 1.2, B = 2, τ1 = 0.1, A = −2 – (б), α1 = 1.5,
α2 = 0.75, B = 2, τ1 = 0.1, A = −1.145 – (в).
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Наближення неперервних функцiй на сепарабельних
дiйсних нормованих просторах

Митрофанов М.А., Равський О.В.
(Iнститут прикладних проблем механiки та математики

iм. Я. С. Пiдстригача НАН України)

Першi ґрунтовнi результати щодо апроксимацiї неперервних функцiй отри-
манi ще Карлом Вейєрштрассом у 1885 роцi для пiдмножин скiнченновимiр-
них просторiв. Для сепарабельного дiйсного банахового простору, що допускає
роздiляючий полiном, Я. Курцвейл у [2] апроксимував неперервнi вiдображе-
ння рiвномiрно аналiтичними. Пiзнiше (у 2001 р.) були отриманi позитивнi
результати щодо апроксимацiї рiвномiрно неперервних функцiй на банахових
просторах М. Боiсо та П. Гаєком у [1]. Деяке подальше узагальнення згада-
них вище результатiв на простори Фреше отримали М. Митрофанов та О.
Равський у 2011 р. у працi [3].

У поданiй роботi доповiдачами показано, що на довiльнiй непорожнiй пiд-
множинi сепарабельного дiйсного банахового простору неперервнi функцiї рiв-
номiрно наближаються слiдами аналiтичних та на довiльнiй непорожнiй вiд-
критiй пiдмножинi U сепарабельного нормованого простору неперервнi фун-
кцiї наближаються аналiтичними на U . А саме, доведено наступнi теореми:

Теорема 1. Нехай X, Y – сепарабельнi дiйснi банаховi простори, ∅ 6= A ⊂
X, f : A → Y – неперервна функцiя та ε > 0. Тодi iснують вiдкрита в X
множина Aε ⊃ A та аналiтична функцiя fε : Aε → Y такi, що ‖f(x) −
fε(x)‖ < ε для всiх x ∈ A.

Теорема 2. Нехай X,Y – сепарабельнi дiйснi нормованi простори, причо-
му простiр Y банахiв, Нехай A – непорожня вiдкрита пiдмножина простору
X, f : A→ Y – неперервна функцiя та ε > 0. Тодi iснує аналiтична функцiя
fε : A→ Y така, що ‖f(x) − fε(x)‖ < ε для всiх x ∈ A.

[1] Boiso M. C., Hájek P. Analytic Approximations of Uniformly Continuous
Functions in Real Banach Spaces // Journal of Mathematical Analysis and
Applications. – 2001. – V.256– P. 80–98.

[2] Kurzweil J. On approximation in real Banach spaces // Studia Math. – 1954. –
V.14– P. 214–231.

[3] Митрофанов М.А., Равський О.В. Апроксимацiя неперервних функцiй на
просторах Фреше // Мат. методи та фiз.-мех. поля. – 2011. – Т. 54. – №3. –
С. 33–40.
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Чисельне розв’язування нелiнiйної варiацiйної
крайової задачi та дослiдження втрати

стiйкостi числового розв’язку

Муха I.С.
(Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка)

Розглянемо нелiнiйну варiацiйну крайову задачу

L(u1, u2) =
1

2

x∗∫

x0

[
u′

1(x) +
λ

2
u2
2(x)

]2
dx+

1

2

x∗∫

x0

[
u′

2(x) +
λ

2
u2
1(x)

]2
dx−

−
x∗∫

x0

(pf1(x)u1(x) + pf2(x)u2(x)) dx→ min (1)

ui (x0) = ui (x∗) = 0; i = 1, 2.

Ця задача є дуже спрощеною математичною моделлю процесiв геометрично-
нелiнiйного деформування тiл.

Застосуємо до розв’язання задачi (1) покрокову схему за параметром p. Лi-
неаризацiю нелiнiйної варiацiйної задачi на кроцi здiйснимо за методом Нью-
тона. Для розв’язування лiнеаризованої варiацiйної задачi використаємо метод
скiнченних елементiв. Числову схему побудуємо так, щоб можна було змiню-
вати не тiльки крок розбиття за змiнною x, але й порядок апроксимацiї на
елементi. Проведено низку дослiджень збiжностi запропонованого пiдходу на
прикладi задачi, яка має аналiтичний розв’язок. Показано, що зростання пара-
метра λ приводить до сповiльнення збiжностi числового процесу. Тому постає
проблема втрати стiйкостi числового розв’язку такої задачi.

Для дослiдження стiйкостi за Ейлером будемо виходити з другої варiа-
цiї функцiоналу (1). Побудуємо варiацiйну проблему на власнi значення за
приростом ∆p. Лiнеаризацiя здiйснена в околi розв’язку, отриманого на чер-
говому кроцi за параметром p. Розв’язування варiацiйної проблеми на власнi
значення реалiзовано на основi таких самих скiнченно-елементних апроксима-
цiй, як i розв’язок нелiнiйної задачi. Отриману в результатi цього узагальнену
алгебричну проблему на власнi значення розв’язано за методом iтерацiй пiд-
простору. Повна узагальнена проблема малої вимiрностi, яка виникає на кож-
нiй iтерацiї, розв’язана шляхом зведення до класичної матричної проблеми i
далi застосуванням перетворення Хаусхолдера та QL-алгоритму.

[1] Муха I.С. Наближене розв’язування задач нелiнiйного деформування тов-
стостiнних гнучких тiл, покритих текстурою // Нелiнiйнi проблеми ана-
лiзу: Тези доповiдей VI Всеукраїнської наукової конференцiї. — Iвано-
Франкiвськ: Плай, 2008. — С. 72.
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Асимптотичний аналiз крайової задачi Сiньорiнi в
дворiвневому густому з’єднаннi

Наквасюк Ю.А.
(Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка)

Нехай B – об’єднання скiнченної кiлькостi гладких плоских областей,
що не перетинаються та не дотикаються. Крiм того, множина B строго розмi-
щується в квадратi ✷ = {ξ′ = (ξ1, ξ2) : 0 < ξ1 < 1, 0 < ξ2 < 1}. Нехай B довiль-

ним чином подiлена на 2 класи: B(1) =
K1⋃
k=1

B
(1)
k та B(2) =

K2⋃
k=1

B
(2)
k .

Розглянемо дворiвневе густе з’єднання Ωε типу 3 : 2 : 1, яке складається
з тiла Ω0 = {x ∈ R3 : x′ = (x1, x2) ∈ Q = (0, a) × (0, a), 0 < x3 < γ(x′)} та
великої кiлькостi тонких криволiнiйних цилiндрiв

G(m)
ε =

Km⋃

k=1

G(m)
ε (k), G(m)

ε (k) =

N−1⋃

i,j=0

{
x :
(x1

ε
− i,

x2

ε
− j
)
∈B(m)

k , x3 ∈ (−dm, 0]
}
,

де γ ∈ C1(Q) та minx′∈Q γ(x′) = γ0 > 0, m = 1, 2, ε = a
N
, 0 < d2 < d1.

Нехай S
(m)
ε :=

Km⋃
k=0

S
(m)
ε (k), Γ

(m)
ε :=

Km⋃
k=0

Γ
(m)
ε (k), m = 1, 2, де S(m)

ε (k) та

Γ
(m)
ε (k) – об’єднання бiчних поверхонь та основ G(m)

ε (k) вiдповiдно.
В областi Ωε розглядається наступна крайова задача:

−∆uε + k0 uε = f, x ∈ Ω0,

−∆uε + km uε = f, x ∈ G
(m)
ε , m = 1, 2

uε ≤ gm, ∂νuε ≤ εdm, x ∈ S
(m)
ε , m = 1, 2

(uε − gm) (∂νuε − εdm) = 0, x ∈ S
(m)
ε , m = 1, 2

uε = 0, x ∈ Γ
(m)
ε , m = 1, 2

∂νuε = 0, x ∈ ∂Ωε \ (S
(1)
ε ∪ Γ

(1)
ε ∪ S(2)

ε ∪ Γ
(2)
ε ),

[uε]|x3=0 = [∂x3uε]|x3=0 = 0, x′ ∈ Q,

∂ν – зовнiшня нормальна похiдна, а через дужки позначено стрибок функцiї.
Нехай Ω1 = Ω0 ∪ D1 ∪ D2, D1 = Q × (−d1, 0), D2 = Q ×

(−d2, 0) – паралелепiпеди, що заповнюються тонкими цилiндрами пер-
шого та другого рiвня, вiдповiдно, при ε → 0. Також нехай Ξ0 =
{x : x′ ∈ (0, a) × (0, a), x3 = 0} , Ξd1 = {x : x′ ∈ (0, a) × (0, a), x3 = −d1} ,
Ξd2 = {x : x′ ∈ (0, a) × (0, a), x3 = −d2} . Функцiї f ∈ L2(Ω1), d1 ∈ H1(D1),

d2 ∈ H1(D2), g1 ∈ H1(D1; Ξd1 ∪ Ξ0) =
{
v ∈ H1(D1) : v |Ξd1

∪Ξ0
= 0
}
,

g2 ∈ H1(D2; Ξd2 ∪ Ξ0) =
{
v ∈ H1(D2) : v |Ξd2

∪Ξ0
= 0
}
, km – додатнi сталi.

Вивчено асимптотичну поведiнку узагальненого розв’язку uε даної задачi
при ε → 0, тобто, коли число тонких криволiнiйних цилiндрiв необмежено
зростає, а їх товщина прямує до нуля.

e-mail: ulyokaz@ukr.net
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Задача Кошi для пiвлiнiйного рiвняння дифузiї
з дробовою похiдною порядку α,α ∈ (1; 2)
за часовою змiнною та з узагальненими

функцiями в початкових умовах

Пасiчник О.В.
(Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка)

Нехай QT = {(x, t) : x ∈ R, t ∈ (0;T ]}, де T > 0; D(R) – простiр не-
скiнченно диференцiйовних i фiнiтних в R функцiй; D′(R) – простiр лiнiйних
неперервних функцiоналiв на D(R).

В QT розглядаємо задачу Кошi для пiвлiнiйного рiвняння дифузiї

u
(α)
t (x, t) − uxx(x, t) = g(x, t, u(x, t)), (x, t) ∈ QT , α ∈ (1; 2) (1)

з початковими умовами

u(x, 0) = u1(x), x ∈ R, (2)

ut(x, 0) = u2(x), x ∈ R, (3)

де u
(α)
t – дробова похiдна Рiмана–Лiувiлля порядку α (див. [1]), фун-

кцiї u1, u2 ∈ D′(R) та мають скiнченнi порядки сингулярностi, а функцiя
g(x, t, z) ((x, t) ∈ QT , z ∈ R) неперервна.

Розв’язнiсть задачi (1)-(3) дослiджуємо подiбно, як у роботi [2] для випад-
ку α ∈ (0; 1). Доводимо еквiвалентнiсть даної задачi та деякого iнтегрального
рiвняння у ваговому L1–просторi. Використовуючи оцiнки iз [3], встановлюємо
деякi властивостi вектор-функцiї Грiна задачi Кошi. Застосовуючи цi власти-
востi та теорему Шаудера про нерухому точку, знаходимо достатнi умови щодо
функцiй u1, u2 та g, за яких узагальнена задача Кошi (1)-(3) розв’язна.

[1] Самко С.Г., Килбас А.А., Маричев О.И. Интегралы и производные дробно-
го порядка и некоторые их приложения. – Минcк, 1987.

[2] Пасiчник О. Iснування розв’язку задачi Кошi для пiвлiнiйного рiвняння
дифузiї з дробовою похiдною за часом з узагальненими функцiями в поча-
тковiй умовi // Вiсник Львiв. ун–ту. Серiя мех.–мат. 2011. Випуск 75.

[3] Eidelman S.D., Ivasyshen S.D., Kochubei A.N. Analytic methods in the theory
of differential and pseudo-differential equations of parabolic type / Birkhauser
Verlag, Basel-Boston-Berlin. – 2004. – 390p.
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Аналог теореми Шварца для оператора
кроскореляцiї в класi гiперфункцiй

Патра М.I.
(Прикарпатський нацiональний унiверситет

iменi Василя Стефаника)

Нехай Bc(R+) – простiр гiперфункцiй з компактними носiями на пiвосi
R+ := [0,+∞) (див. [1]). Для будь-якої гiперфункцiї f = [F ] ∈ Bc(R+) i для
будь-якої дiйсної аналiтичної функцiї ϕ ∈ A(R+) означимо операцiю кроско-
реляцiї наступним чином:

(f ⋆ ϕ)(t) := −
∮

Γ

F (z)ϕ(z + t)dz, t ∈ R+,

де Γ – замкнутий контур, що обходить носiй f один раз в додатному напрямку
в перетинi областi визначення аналiтичної функцiї F та областi визначення
функцiї ϕ( · + t), де ϕ – аналiтичне продовження ϕ. У статтi [2] доведено, що
f ⋆ ϕ ∈ A(R+) для довiльних f ∈ Bc(R+) i ϕ ∈ A(R+).

Класична теорема Шварца [3] характеризує оператори, що комутують з
оператором зсуву Th : ϕ(t) 7−→ ϕ(t − h), як оператори згортки з деяким роз-
подiлом. У доповiдi розглянемо аналог теореми Шварца для оператора крос-
кореляцiї Kf : A(R+) ∋ ϕ 7−→ f ⋆ ϕ ∈ A(R+).

Теорема (аналог теореми Шварца). Нехай K – неперервне лiнiйне вiдо-
браження простору A(R+) в себе, яке для всiх h ∈ R+ i ϕ ∈ A(R+) задоволь-
няє умову

Kτhϕ = τhKϕ, (1)

де τh – оператор зсуву, визначений формулою τhϕ(t) = ϕ(t + h). Тодi iснує
така єдина гiперфункцiя f ∈ Bc(R+), що виконується умова Kϕ = f ⋆ ϕ.

Навпаки, для кожної гiперфункцiї f ∈ Bc(R+) оператор кроскореляцiї
Kfϕ = f ⋆ ϕ є неперервним лiнiйним вiдображенням простору A(R+) в себе,
яке задовольняє умову (1).

[1] Komatsu H. An Introduction to the Theory of Generalized Functions. – Tokyo:
University Publ., 2000.

[2] Patra M. I., Sharyn S.V. Operator calculus on the class of Sato’s hyperfuncti-
ons // Carpathian Mathematical Publications. – 2013. – V.5, No1. – P. 114–120.

[3] Иосида К. Функциональный анализ. – М.: Мир, 1967.
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Багатоточкова задача для неперервно збуреного
стохастичного параболiчного рiвняння

Перун Г.М.
(Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича)

У базовому ймовiрнiсному просторi (Ω, F, P ) розглядається нелокальна ба-
гатоточкова за t стохастична задача [1]

dtu(t, x, ω) =
[ ∑

|k|≤2b

akD
k
xu(t, x, ω)

]
dt+

[ ∑

|k|≤b

ckD
k
xu(t, x, ω)

]
dw(t, ω), (1)

x ∈ En, t > 0, ω ∈ Ω,

µu(t, x, ω) |t=0 − µ1u(t, x, ω)|t=t1
− ...− µmu(t, x, ω) |t=tm

= ϕ(x, ω). (2)

Тут
∑

|k|≤2b

akD
k
x,

∑
|k|≤b

ckD
k
x – диференцiальнi комплексно значнi многочлени,

w(t, ω) – стандартний скалярний вiнерiвський процес, {µ, µ1, ..., µm} ∈ (0; +∞),
m ∈ {2, 3, ...}, {t1, t2, ..., tm} ∈ (0, T ) – фiксованi параметри, 0 < t1 < t2 < ... <
tm = T, початкова функцiя ϕ(x, ω) з iмовiрнiстю 1 допускає перетворення
Фур’є i обмежена за x.

При обмеженнях на данi задачi

Re
( ∑

|k|=2b

ak(iσ)k
)

+
1

2

((
Im

∑

|k|=b

ck(iσ)k
))2

≤ −δ1|σ|2b + δ2, δ1 > δ2 > 0,

σ ∈ En (умова параболiчностi), µ >
m∑

s=1

µ2|Q(ts, σ, ω)| при кожному σ ∈ En, ω ∈
Ω з iмовiрнiстю 1 iснує функцiя Грiна задачi (1), (2)

G(t, x, ω) =
1

(2π)n

∞∑

p=0

µ−p−1G0(t+ p

m∑

s=1

ts, x, ω),

з допомогою якої визначається її розв’язок.
При цьому використано позначення

Q(ts, σ, ω) ≡ exp
{[ ∑

|k|≤2b

ak(iσ)k − 1

2

( ∑

|k|≤b

ck(iσ)k
)2]

ts +
∑

|k|≤b

ck(iσ)kw(ts)
}
,

G0(t, x, ω) – функцiя Грiна стохастичного рiвняння.
З врахуванням операцiї математичного сподiвання M справджується оцiн-

ка |MDk
xu(t, x, ω)| ≤ C1t

−
|k|
2b |ϕ|C(En).

[1] Городецький В.В., Спiжавка Д.I. Багатоточкова задача для еволюцiйних
рiвнянь з псевдо-Бесселевими операторами // Доповiдi НАН України,
2009. – № 12. – С. 7–12.
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Гомоморфiзми алгебри цiлих функцiй
обмеженого типу на банаховому просторi

Петрiв Г.М.
(Прикарпатський нацiональний унiверситет

iменi Василя Стефаника)

Нехай X – банахiв простiр над полем комплексних чисел C. Функцiя
f : X → C називається аналiтичною функцiєю обмеженого типу, якщо f обме-
жена на обмежених множинах i звуження f на кожен скiнченновимiрний пiд-
простiр V ⊂ X є аналiтичною функцiєю на V . ПозначимоHb(X) алгебру цiлих
функцiй обмеженого типу. Вiдзначимо, що Hb(X) є алгеброю Фреше вiдносно
топологiї рiвномiрної збiжностi на обмежених множинах ([1]).

У доповiдi буде дослiджено гомоморфiзмиHb(X) в деяку скiнченновимiрну
алгебру A. Зокрема, буде наведено приклад гомоморфiзму який не є операто-
ром "значення в точцi"деякого елемента з A в сенсi функцiонального числен-
ня.

Нехай A – деяка скiнченновимiрна алгебра. Розглянемо тензорний добуток
A ⊗X, кожен елемент якого a ∈ A ⊗ X можна подати у виглядi формальної
суми

∑
k ak ⊗ xk, де ak ∈ A, xk ∈ X. Проективною нормою на тензорному

добутку називають норму ||a||π = inf
∑

k ||ak||||xk||, де inf береться по всiх
зображеннях a =

∑
k ak ⊗ xk.

Позначимо A⊗πX – поповнення A⊗X за нормою || · ||π . Нехай f ∈ Hb(X).
Вiдображення f 7→ f(a) є гомоморфiзмом алгебри Hb(X) в A, де f(a) = a(f).

Нагадаємо, що довiльне n-лiнiйне вiдображення B : X × . . .×X → C (так
зване продовження Арона-Бернера) може бути продовжене до неперервного,
n-лiнiйного вiдображення B̃ : X ′′ × . . .× X ′′ → C наступним чином:

B̃(x′′
1 , . . . , x

′′
n) = lim

α1

. . . lim
αn

B(xα1 , . . . , xαn),

де для кожного k, 1 6 k 6 n, (xαk) – це напрямленiсть в X, збiжна в ∗-слабкiй
топологiї до x′′

k ([2], [3]).

Твердження. Нехай z ∈ A ⊗ X ′′. Тодi iснує функцiя f̃(z) ∈
Hb((A ⊗π X ′′, A)) i вiдображення f 7→ f̃ є є гомоморфiзмом алгебр Hb(X) i
Hb((A⊗π X

′′), A).

[1] Aron R.M., Cole B.J., and Gamelin T.W. Spectra of algebras of analytic functi-
ons on a Banach space // J. Reine Angew. Math. – 1991. – 415. – P. 51-93.

[2] Zagorodnyuk A., Spectra of algebras of entire functions on Banach spaces, Proc.
Amer. Math. Soc. 134(2006), 2559-2569.

[3] Zagorodnyuk A., Spectra of algebras of analytic functions and polynomials on
Banach spaces, Contemporary Math. 435 (2007), 381-394.
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Дослiдження асимптотичних властивостей неперервних
розв’язкiв лiнiйних функцiонально-рiзницевих рiвнянь

Поварова О.А.
(Нацiональний технiчний унiверситет України

"Київський полiтехнiчний iнститут")

Для лiнiйних функцiонально-рiзницевих рiвнянь вигляду

x(t+ 1) = ax(t) +
∞∑

j=1

bjx(qjt), (1)

де t ∈ R+ = [0; +∞), a, bj , qj , j = 1, 2, ..., – дiйснi сталi, встановлено умови
iснування неперервних розв’язкiв та вивчено структуру їх множини.

Доведено наступну теорему.

Теорема. Нехай виконуються умови

1) 0 < a < 1, qj ≥ q > 1;

2) b =
∞∑

j=1

|bj | <∞, ∆ =
b

a− aq
<

1

2
.

Тодi довiльний неперервний обмежений при t ≥ 0 розв’язок x(t) рiвняння
(1) можна представити у виглядi ряду

x(t) =

∞∑

i=0

xi(t),

в якому функцiї xi(t), i = 0, 1, ..., є розв’язками послiдовностi рiвнянь

x0(t+ 1) = ax0(t),

xi(t+ 1) = axi(t) +
∞∑

j=1

bjxi−1(qjt), i = 1, 2, ...,

i шукаються у виглядi
x0(t) = atω(t),

xi(t) = −
∞∑

p=0

a−(p+1)

[
∞∑

j=1

bj xi−1(qj(t+ p))

]
, i = 1, 2, ... ,

де ω(t)−довiльна неперервна 1-перiодична функцiя.

e-mail: olena−sivak@ukr.net
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Методи декомпозицiї областi для задач про контакт
пружних тiл з фрикцiйним проковзуванням

Прокопишин I.I.
(IППММ iм. Я. С. Пiдстригача НАН України)

Прокопишин I.А.
(Львiвський нацiональний унiверситет iм. I. Франка)

Розглянуто задачу про контакт кiлькох пружних тiл скiнченних розмiрiв за
умов фрикцiйного проковзування. На основi методу штрафу, здiйснено слабке
формулювання цiєї задачi у виглядi проблеми мiнiмiзацiї недиференцiйовно-
го функцiонала в гiльбертовому просторi. За допомогою регуляризацiї цього
функцiонала, задачу зведено до нелiнiйного варiацiйного рiвняння.

Для розв’язування нелiнiйного варiацiйного рiвняння, що вiдповiдає ви-
хiднiй контактнiй задачi, запропоновано низку паралельних нестацiонарних
iтерацiйних методiв декомпозицiї областi (МДО), якi зводять розв’язування
задачi у всiй областi до розв’язування послiдовностi незалежних задач в окре-
мих тiлах. На кожнiй iтерацiї отриманих методiв необхiдно паралельно розв’я-
зувати деякi лiнiйнi варiацiйнi рiвняння для окремих тiл, що вiдповiдають
задачам теорiї пружностi з умовами Робiна на зонах можливого контакту. Цi
МДО є узагальненням методiв декомпозицiї областi, запропонованих у працях
[1, 2, 3, 4] для задач про контакт пружних тiл за вiдсутностi тертя.

Розроблено програмне забезпечення, що реалiзує отриманi МДО на осно-
вi скiнченноелементних апроксимацiй на лiнiйних i квадратичних трикутних
елементах для плоских контактних задач.

Числовi дослiдження ефективностi одержаних методiв здiйснено для задач
про контакт з проковзуванням двох iзотропних пружних тiл.

[1] Прокопишин I. I. Паралельнi схеми методу декомпозицiї областi для конта-
ктних задач теорiї пружностi без тертя // Вiсн. Львiв. ун-ту. Сер. Прикл.
математика та iнформатика. – 2008. – Вип. 14. – С. 123–133.

[2] Прокопишин I. I. Схеми декомпозицiї областi на основi методу штрафу для
задач контакту пружних тiл: Дис. на здобуття наук. ступеня канд. фiз.-мат.
наук. – Львiв, 2010. – 163 с.

[3] Dyyak I. I., Prokopyshyn I. I. Domain decomposition schemes for frictionless
multibody contact problems of elasticity // Numerical Mathematics and
Advanced Applications 2009: Proc. of ENUMATH 2009, Uppsala, July 2009. –
Berlin; Heidelberg: Springer-Verlag, 2010. – P. 297–305.

[4] Dyyak I. I., Prokopyshyn I. I., Prokopyshyn I.A. Penalty Robin–Robin domain
decomposition methods for unilateral multibody contact problems of elastici-
ty: Convergence results // arxiv.org. – 2012. – 32 p. – [Електронний ресурс:
http://arxiv.org/pdf/1208.6478.pdf].
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Про асимптотичну поведiнку розв’язкiв оберненої задачi
для ультрапараболiчного рiвняння

Процах Н.П.
(IППММ iм. Я. С. Пiдстригача НАН України)

Нехай Ω i D обмеженi областi вiдповiдно в Rn i Rl з межами ∂Ω ∈ C1 i
∂D ∈ C1; x ∈ Ω, y ∈ D, t ∈ (0, T ), де T – фiксоване число з iнтервалу (0,∞),
QT = Ω ×D × (0, T ), G = Ω ×D.

В областi QT розглянемо задачу для рiвняння

ut +

l∑

i=1

λi(x, y, t)uyi −
n∑

i,j=1

(aij(x, y, t)uxi)xj+

+c(x, y, t)u+ g(x, y, t, u) = f(x, y, t)f0(t) (1)

з початковою умовою

u(x, y, 0) = u0(x, y), (x, y) ∈ G, (2)

крайовими умовами
u|ΣT = 0, u|S1

T
= 0 (3)

та умовою перевизначення
∫

G

K(x, y)u(x, y, t) dxdy = E(t), t ∈ [0, T ], (4)

де u(x, y, t), f0(t) – невiдомi функцiї, ΣT = ∂Ω × D × (0, T ),

ST = Ω × ∂D × (0, T ), S1
T = {(x, y, t) ∈ ST :

l∑
i=1

λi(x, y, t) cos(ν, yi) < 0},
ν – одинична зовнiшня нормаль до ST , а функцiя g задовольняє умову: iснує
така додатна стала g0, що |g(x, y, t, ξ) − g(x, y, t, η)| ≤ g0|ξ − η| для майже всiх
(x, y, t) ∈ QT та всiх ξ, η ∈ R1.

Знайдено умови за яких iснує єдина пара функцiй (u(x, y, t), f0(t)) така, що
u ∈ V1(QT ) ∩ C([0, T ];L2(G)), f0 ∈ L2(0, T ), де V1(QT ) = {w : w, wxi , wyj ∈
L2(QT ), i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , l, w|S1

T
= 0, w

∣∣
ΣT

= 0}, яка є узагальненим

розв’язком задачi (1)–(4).

Також встановлено, що за умови lim
k→∞

k+1∫
k

|E′(τ )|2 dτ = 0, для уза-

гальненого розв’язку (u(x, y, t), f0(t)) задачi (1)–(4) виконуються такi

збiжностi: lim
t→+∞

‖u(·, ·, t);L2(G)‖ = 0, lim
k→∞

k+1∫
k

∫
G

n∑
i=1

|uxi |2 dxdydt = 0,

lim
k→∞

k+1∫
k

|f0(t)|2 dt = 0.

e-mail: protsakh@ukr.net
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Задача Неймана для параболiчного рiвняння з
iмпульсною дiєю i виродженням

Пукальський I.Д.
(Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича)

Нехай D – обмежена область простору Rn з межею ∂D, dimD = n, Ω –
деяка обмежена область, Ω ⊂ D, dim Ω ≤ n − 1. В областi Q = [τ0, T ] ×D ви-
вчається задача знаходження функцiї u(t, x), яка при t = τp, p ∈ {1, 2, . . . , N},
x ∈ D \ Ω задовольняє рiвняння

∂tu−
n∑

ij=1

aij(t, x)∂xi∂xju+
n∑

i=1

ai(t, x)∂xiu+ a0(t, x)u = f(t, x), (1)

умови за змiнною t
u(τ0 + 0, x) = ϕ0(x), (2)

u(τp + 0, x) − u(τp − 0, x) = bp(τp, x)u(τp − 0, x) + ϕp(τp, x)

i крайову умову
[ n∑

k=1

hk(t, x)∂xku+ h0(t, x)u
]∣∣∣∣∣

Γ

= g(t, x), (3)

де τ0 ≤ τ1 ≤ · · · ≤ τN < T , Γ = [0, T ) × ∂D.
Задачу (1) – (3) дослiджено за таких обмежень на рiст коефiцiєнтiв при x→

z ∈ ∂D; aij = O(ρβi+βj (x;∂D)), hk = O(ρβi(x, ∂D)), ai = O(ρ−µi(x, ∂D)), a0 =
O(ρ−µ0(x, ∂D)), h0 = O(ρ−δ(x, ∂D)), max(−a0(t, x)) ≡ a < ∞, βi ∈ (−∞,∞),
µi ≥ 0, µ0 ≥ 0, δ > 0.

При визначених умовах гладкостi на коефiцiєнти рiвняння (1), крайової
умови (3), функцiї ϕ0, ϕp, f , g i поверхню ∂D встановлено єдинiсть, iснування
i iнтегральне зображення розв’язку задачi (1) – (3).

[1] Пукальський I.Д. Крайовi задачi для нерiвномiрно параболiчних та елiпти-
чних рiвнянь з виродженнями i особливостями: Монографiя. – Чернiвцi,
2008. – 253 с.

[2] Матiйчук М.I. Параболiчнi та елiптичнi задачi у просторах Дiнi: Моногра-
фiя. – Чернiвцi, 2010. – 248 с.
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Використання дробових похiдних для аналiзу
нестацiонарного руху газу в трубопроводах

i складних пористих середовищах

П’янило Я.
(ЦММ IППММ iм. Я.С. Пiдстригача НАН України)

Лопух Н., Браташ О., Васюник М.
(ЦММ IППММ iм. Я.С. Пiдстригача НАН України)

Васюник I.
(Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка)

Метою роботи є застосування дробових похiдних за часом для аналiзу
неусталеного руху газу в трубопроводах i пiдземних сховищах газу.

Процес масопереносу в пористих середовищах розглядається на прикладi
фiльтрацiї газу та рiдини, яка описується рiвнянням iз дробовою похiдною за
часовою змiнною

∂

∂x

(
kh

µχ

∂pl

∂x

)
+

∂

∂y

(
kh

µχ

∂pl

∂y

)
+

∂

∂z

(
kh

µχ

∂pl

∂z

)
= 2mh

[
∂α

∂tα

(
p

χ

)
+ 2qpat

]
.

Рух газу в трубопроводах iз використанням дробових похiдних порядку α
за часом описується системою

∂αω(x, t)

∂tα
+
∂p

∂x
+ aω − bp = Θ(x, t),

∂ω

∂x
+

1

c2
∂α

∂tα
p(x, t) = Ψ(x, t).

Якщо Im оператор перетворення Лапласа-Карсона функцiї f(t), то в зо-
браженнях Лапласа-Карсона остання система у дробових похiдних запишеться
так:

(sα + a) ω̄+d p̄/dx− bp̄ = ksαω(x, 0) + Θ̄, dω̄/dx+ sαp̄
/
c2 = ksαp(x, 0)

/
c2 + Ψ̄.

Якщо k = 0, то отримуємо похiдну Рiмана-Лiувiля, а для k = 1 – похiдну
Капуто.

Формулювання задачi. Знайти розв’язок диференцiального рiвняння

∂2f
/
∂x2 −Dα

0+f(t)
/
a2 = 0

у дробових похiдних Рiмана-Лiувiля

Dα
0+f(t) =

1

Γ(1 − α)

d

dt

t∫

0

f(τ )

(t− τ )α
dτ

за нульової початкової умови та f(0, t) =
√
π
/
a
√
t. Для α = 1 дро-

бова похiдна Рiмана-Лiувiля переходить у звичайну похiдну i f(x, t) =√
π exp

[
−x2

/(
4a2t

)]/(
a
√
t
)
.

Аналiтичний розв’язок. Перетворення Лапласа-Карсона Im (f) = F (p)
дробової похiдної таке: Im (Dα

0 f(t)) = pαF (p) (F (p) – перетворення Лапласа-
Карсона функцiї f(t)). Тому в просторi Лапласа-Карсона вихiдне рiвняння
запишеться так:

F ′′(x, s) − pαF (p)
/
a2 = 0.
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Його загальний розв’язок за заданих крайових умов має вигляд

F (x, s) =
π

a

√
sez1x =

π

a

√
se−xsα/2/a.

Переходячи в останнiй формулi до оригiналу, отримуємо точний аналiтичний
розв’язок сформульованої задачi.

Спектральний метод розв’язування. Приймаємо, що функцiї, якi вхо-
дять у розв’язок задачi, можна подати у виглядi ряду Фур’є-Лагерра. Для
функцiї f(t), t ∈ [0,∞), що розкладається у ряд за многочленами Лагерра
Lm(t), вiдповiдне iнтегральне подання коефiцiєнтiв визначається так

fm =

∞∫

0

e−tLm(t)f(t)dt.

Нехай k(t) = t−α. Функцiї k(t) й f(t) подамо рядами Фур’є за многочленами
Lm(t)

d

dt

t∫

0

k(t− τ ) f(τ ) dτ =
∞∑

n=0

cn Ln(t),

cn =
n∑

m=0

km fn−m =
n∑

m=0

kn−m fm.

Тут km, fm – коефiцiєнти Фур’є-Лагерра функцiй k(t) i f(t).
Використавши подання функцiй рядами за многочленами Лагерра, отри-

муємо рекурентне спiввiдношення для визначення коефiцiєнтiв Фур’є-Лагерра

f ′′
m(x) = cm(x)

/[
a2Γ(1 − α)

]
.

e-mail: Pjanylo@cmm.lviv.ua
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Оптимальнi квадратурнi формули в базисах
квазiортогональних многочленiв

П’янило Я.Д.
(Центр математичного моделювання Iнституту

прикладних проблем механiки i математики
iм. Я. С. Пiдстригача НАН України)

Собко В.Г.
(МЕГУ iменi академiка Степана Дем’янчука)

Проблема. У данiй роботi вивчаються спецiальнi класи полiномiв, якi
призначенi для наближеного розв’язування крайових задач. З цiєю метою
розглядається оператор iнтегрування, який для f ∈ L2,ρ [−1, 1] ставить у
вiдповiднiсть

Lf (x) =

x∫

−1

dx1

x1∫

−1

f (x2) dx2 =

x∫

−1

(x− x1) f (x1) dx1. (1)

Як вiдомо, вiн не має вiдмiнних вiд нуля власних значень, отже вiдповiдна
задача про побудову власних функцiй для цього оператора позбавлена сенсу.
Тому, замiсть спектральної задачi на власнi значення розглядається вiдпо-
вiдна квазiспектральна задача, грунтуючись на властивостях iнтегрального
оператора (1) в гiльбертовому просторi L2,ρ [−1, 1].

Квазiспектральна задача для iнтегрального оператора. Для зада-
ного n = 1, 2, ... знайти такi значення параметра , при яких рiвняння

x∫

−1

dx1

x1∫

−1

U (x2)dx2 = −λU (x) + τ1Rn+1 (x) + τ2Rn+2 (x) + w0R0 (x) (2)

має ненульовi полiномiальнi розв’язки U = U (x) ∈ L̃2,1 [−1, 1] степеня ≤ n,
де τ1, τ2, w0 деякi параметри, а Rn+1 (x) та Rn+2 (x) заданi (i зафiксованi)
ортогональнi полiноми степенiв рiвних n+ 1 та n+ 2 вiдповiдно.

Квазiспектральна задача для диференцiального оператора. Для
заданого n = 1, 2, ... знайти такi значення параметра λ̄, при яких рiвняння

d2V (x)

dx2
= −λ̄V (x) + τ̄1

dRn+1 (x)

dx
+ τ̄2

dRn+2 (x)

dx
(3)

має ненульовi полiномiальнi розв’язки V = V (x) ∈ L̃2,0 [−1, 1] степеня ≤ n, де
τ̄1, τ̄2 деякi параметри. При λ̄ = 1/λ, τ̄1 = τ1/λ та τ̄2 = τ2/λ рiвняння (2), (3)
еквiвалентнi мiж собою.

Суму всiх доданкiв правої частини (2) та (3), крiм першого, традицiйно на-
зивають нев’язкою. У вiдповiдностi з рекомендацiями τ - методу Ланцоша [4],
або а-методу Дзядика [1] для побудови нев’язок доцiльно вибрати полiноми Че-
бишова Tn+1 (x) та Tn+2 (x). Iз результатiв Дзядика (про порядок апроксимацiї
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розв’язкiв iнтегральних рiвнянь в рiвномiрнiй чебишовськiй метрицi) випли-
ває, що при розв’язуваннi iнтегральних рiвнянь нев’язку доцiльно конструю-
вати iз полiномiв Чебишова першого роду, а при розв’язаннi диференцiальних
рiвнянь її вигiдно брати у виглядi комбiнацiї похiдних полiномiв Чебишова. В.
Дзядик та його учнi i послiдовники розглядали апроксимацiю в чебишовськiй
метрицi розв’язкiв звичайних диференцiйних рiвнянь та їх систем, деяких iн-
тегральних рiвнянь та iн. [1], в яких систематично застосовувались результати
теорiї апроксимацiї функцiй [2,3].

Аналогiчно, коли метою є апроксимацiя в просторi L2,ρ [−1, 1], то тодi не-
в’язку в (2) доцiльно будувати iз полiномiв Чебишова першого роду, а в (3) - iз
похiдних многочленiв Чебишова першого роду, або, що те саме, iз многочленiв
Чебишова другого роду. В задачах апроксимацiї розв’язкiв крайових задач ви-
користовується не тiльки значення параметра λ (характеристичнi значення),
але i значення параметра τ , що вiдрiзняє цi методи вiд класичних спектраль-
них методiв [5].

В роботi на базi многочленiв Чебишева першого роду побудовано бiорто-
гональну систему полiномiв, розглянуто задачу апроксимацiї функцiї в побу-
дованому бiортогональному базисi. В ходi обчислювального експерименту на
модельних задачах дослiджено вплив параметрiв методу на процес апрокси-
мацiї.

[1] Дзядык В.К. Аппроксимационные методы решения дифференциальных и
интегральных уравнений. – Киев: Наукова думка, 1998.

[2] Дзядык В.К. Введение в теорию равномерного приближения функций по-
линомами. – М.: Наука, 1977. – 512 с.

[3] Корнейчук Н.П. Точные константы в теории приближения. – М.: Наука,
1987. – 424 с.

[4] Ланцош К. Практические методы прикладного анализа. – М.: Гос. изд.
физ. мат. литер., 1961. – 524 с.

[5] Глетчер К. Численные методы на основе метода Галеркина. – М.: Мир,
1988. – 352 с.
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Нелокальна крайова задача для гiперболо-елiптичного
рiвняння в цилiндричнiй областi

Савка I.Я.
(IППММ iм. Я. С. Пiдстригача НАН України,

Прикарпатський нацiональний унiверситет iм. В. Стефаника)
Гой Т.П.

(Прикарпатський нацiональний унiверситет iм. В. Стефаника)

Нехай Dp = (−α, β)×Ωp, α, β – додатнi числа, Ωp – p-вимiрний тор
(R/2πZ)p, I – вiдрiзок прямої R, k = (k1, . . . , kp) ∈ Zp, ||k|| =

√
k21 + . . .+ k2p;

x = (x1, . . . , xp) ∈ Ωp, (t, x) ∈ Dp, p ∈ N; Hq = Hq(Ωp), q ∈ R, – простiр
Соболєва, отриманих поповненням множини тригонометричних многочленiв
ϕ(x) =

∑
k

ϕk exp(ik, x) за нормою

‖ϕ; Hq‖ =

(
∑

k∈Zp

(
1 + ‖k‖2

)q|ϕk|2
)1/2

;

Cn(I ;Hq), n ∈ Z+, – простiр функцiй u(t, x) =
∑

k∈Zp
uk(t) exp(ik, x) таких,

що для кожного фiксованого t ∈ I функцiї
∂ju(t, x)

∂tj
, 0 ≤ j ≤ n, належать до

простору Hq i як елементи цього простору є неперервними за t на I ; норму в

просторi Cn(I ;Hq) задаємо формулою ‖u;Cn(I ;Hq)‖ =
n∑

j=0

max
t∈I

∥∥∥∂ju(t,x)

∂tj
;Hq

∥∥∥ .

В цилiндричнiй областi Dp розглянемо задачу спряження (при t = 0) для
мiшаного рiвняння гiперболо-елiптичного типу з нелокальною умовою: знайти
функцiю u = u(t, x), яка справджує умови

u ∈ C
1([−α, β];Hq) ∩C

2([−α, 0];Hq) ∩C
2([0, β];Hq) (1)

Lu ≡
{
utt − a2∆u = 0, (t, x) ∈ Dp

−,
utt + b2∆u = 0, (t, x) ∈ Dp

+,
(2)

u|t=−α + µu|t=β = ϕ(x), x ∈ Ωp, (3)

де a, b – додатнi числа, Dp
− = Dp ∩ {t < 0}, Dp

+ = Dp ∩ {t > 0}, µ ∈ R,
∆ = ∂/∂x1 + . . .+ ∂/∂xp, ϕ(x) – задана функцiя.

У роботi встановлено умови єдиностi та iснування розв’язку задачi (1)-(3).

[1] Нахушев A. M. Критерий единственности задачи Дирихле для уравнения
смешанного типа в цилиндрической области // Дифференциальные урав-
нения. – 1970. – Т. 6, № 1. – С. 190–191.

[2] Демина Т. Н. Критерий единственности решения смешанной задачи для
уравнения гиперболо-эллиптического типа в цилиндрической области //
Доклады АМАН. – 2005. – Т. 7. – №2. – С. 18–20.
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Знаходження початкових умов для параболiчного
рiвняння з вiдхиленням аргументу

Сергєєва Л.М.
(Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича)

Розглянемо рiвняння параболiчного типу з вiдхиленням аргументу

ut(x, t) = p(t)uxx(x, t+ µ), (x, t) ∈ Q, (1)

з нульовими крайовими умовами u(0, t) = u(l, t) = 0, t ∈ R, де Q = {(x, t) : 0 <
x < l, t ∈ R}, p(t) > 0 – неперервна функцiя, µ ∈ R/{0}.

Ставиться задача про знаходження вигляду початкової умови для глобаль-
ного розв’язку рiвняння (1) при t = 0.

Згiдно з методом Фур’є частинний розв’язок (1) шукаємо у виглядi u(x, t) =
X(x)T (t). Тодi з (1) одержуються рiвняння для T (t) i X(x)

T ′(t) + p(t)λT (t+ µ) = 0, (2)

X ′′(x) + λX(x) = 0. (3)

Як показано в [1], при виконаннi умови λβe|µ| < 1 при |p(t)| < β для рiвняння
(2) можна отримати рiвняння без вiдхилення аргументу

T ′(t) + p̄(t)T (t) = 0, (4)

всi розв’язки якого будуть глобальними розв’язками рiвняння (2). При цьому
p̄(t) = p(t)λe

∫µ
0 p̄(t+s)ds. Таке рiвняння можна розв’язати наближено.

Тiльки для значень параметра λ, рiвних λn = (πn
l

)2, iснує нетривiаль-
ний розв’язок рiвняння (3) Xn(x) = sin nπx

l
. Цим значенням λn вiдповiдають

розв’язки рiвняння (4)

Tn(t) = Ane
−

∫ t
0 p̄(τ)dτ , n ∈ [1, N0],

де N0 – цiла частина l

π
√

|µ|βe
.

Складемо суму u(x, t) =
∑N0

n=1Ane
−

∫ t
0 p̄(τ)dτ sin nπx

l
. Покладаючи t = 0,

отримаємо вигляд класу початкових умов для розв’язку (1).

[1] Самойленко А.М. Об одной задаче исследования глобальных решений диф-
ференциальных уравнений с отклоняющимся аргументом // Укр. мат.
журн. – 2003. – 55, №5. – С. 631–640.

e-mail: sergeevali@mail.ru
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Двоточкова задача для рiвняння з виродженими
коефiцiєнтами при найстарших похiдних

Симотюк М.М.
(IППММ iм. Я.С. Пiдстригача НАН України)

Тимкiв I.Р.
(Iвано-Франкiвський нацiональний техн. ун-т нафти i газу)

Позначимо: Ω – коло радiуса 1, Jn(t) – функцiя Бесселя першого ро-
ду порядку n, n ∈ R, {ν(k) : k ∈ Z \ {0}} – послiдовнiсть додатних дiй-

сних чисел, ω(α, ν(k)) = αk2+1/2|k|ν(k), α > 0, k ∈ Z \ {0}; Eα,ν(k) –
простiр функцiй ϕ(x) =

∑
ϕk exp(ikx), ϕk ∈ C, k ∈ Z \ {0}, для яких

‖ϕ;Eα,ν(k)‖2 =
∑

k∈Z\{0}

|ϕk|2ω2(α, ν(k)) < ∞; ET
α,ν(k) – простiр таких фун-

кцiй u(t, x) =
∑
uk(t)eikx, що tk

2+1/2uk(t) ∈ C2[0, T ] i ‖u;ET
α,ν(k)‖2 =

∑
k∈Z\{0}

‖tk2+1/2uk(t);C2[0, T ]‖2ω2(α, ν(k)) <∞.

Розглянемо задачу

t
∂2u(t, x)

∂t2
− 2

∂u3(t, x)

∂t∂x2
+ a2t

∂4u(t, x)

∂x4
= 0, (t, x) ∈ (0, T ) × Ω, a > 0, (1)

lim
t→0+

‖u(t, x);Eα,ν(k)‖ <∞, u(t1, x) = ϕ(x), 0 < t1 ≤ T, x ∈ Ω. (2)

Якщо Jk2+1/2(ak2t1) 6= 0 для всiх k ∈ Z \ {0}, то формальний розв’язок задачi
(1), (2) зображується формулою

u(t, x) =
∑

k∈Z\{0}

(
t1
t

)k2+1/2 Jk2+1/2(ak2t)

Jk2+1/2(ak2t1)
ϕke

ikx. (3)

Ряд (3) може, взагалi, розбiгатися, бо величини |Jk2+1/2(ak2t1)| можуть ста-
вати як завгодно малими для нескiнченної кiлькостi значень k ∈ Z \ {0}.

Теорема 1. Нехай iснують α1 > 0 та послiдовнiсть {ν1(k) : k ∈ Z \
{0}} ⊂ R>0 такi, що для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) значень k ∈ Z \ {0}
виконується нерiвнiсть

|Jk2+1/2(ak2t1)| ≥ ω(α1,−ν1(k)). (4)

Якщо ϕ ∈ Eαt1/α1,ν(k)+ν1(k)+4, то в просторi ET
α,ν(k) iснує єдиний розв’язок

задачi (1), (2), який зображується рядом (3) i неперервно залежить вiд ϕ.

Теорема 2. Для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел t1 ∈ [T0, T ]
(0 < T0 < T ) нерiвнiсть (4) виконується для всiх (крiм скiнченної кiлькостi)
значень k ∈ Z\{0}, якщо α1 = a/t1, а послiдовнiсть {ν1(k) : k ∈ Z\{0}} ⊂ R>0

справджує умову: ν1(k) > 5k2 + 2, k ∈ Z \ {0}.

e-mail: quaternion@ukr.net, tymkiv if@ukr.net
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Оцiнки малих знаменникiв, якi виникають в нелокальнiй
задачi для навантаженого гiперболiчного рiвняння

Симотюк М.М., Хомяк Д.В.
(IППММ iм. Я.С. Пiдстригача НАН України)

Нехай x = (x1, . . . , xp), ∆x = ∂2/∂x2
1 + . . . + ∂2/∂x2

p, Ωp – p-вимiрний тор
(R/2πZ)p, p ∈ N, T > 0, 0 < t0 < T , µ 6= 0. При дослiдженнi розв’язностi такої
нелокальної задачi для навантаженого гiперболiчного рiвняння

∂2u(t, x)

∂t2
− ∆xu(t, x) = F (t, x) + u(t0, x), (t, x) ∈ (0, T ) × Ωp, (1)

u(0, x) − µu(T, x) = ϕ1(x), ut(0, x) − µut(T, x) = ϕ2(x), x ∈ Ωp, (2)

виникає потреба оцiнити знизу модулi виразiв (якi, взагалi, можуть ставати
як завгодно малими для нескiнченної кiлькостi векторiв k = (k1, . . . , kp) ∈ Zp)

∆(k) =
(
1 − 2µ cos(||k||T ) + µ2

)
, Γ(k) = 1 −

∫ T

0

Gk(t0, τ )dτ, k ∈ Zp,

де ||k|| =
√
k21 + . . .+ k2p, Gk(t, τ ) – функцiя Грiна задачi y′′(t) + ||k||2y(t) = 0,

y(0) − µy(T ) = 0, y′(0) − µy′(T ) = 0.
За допомогою результатiв i методiв метричної теорiї чисел [1, 2] нами вста-

новлено такi твердження.

Теорема 1. Для майже всiх (стосовно ρ-мiри Гаусдорфа, 0 < ρ ≤ 1)
чисел T > 0 нерiвнiсть |∆(k)| ≥ ||k||−ω виконується для всiх (крiм скiнченної
кiлькостi) векторiв k ∈ Zp, якщо ω > (p+ 1)/ρ − 1.

Теорема 2. Для майже всiх (стосовно ρ-мiри Гаусдорфа, 0 < ρ ≤ 1) чисел
t0 ∈ (0, T ) нерiвнiсть |Γ(k)| ≥ ||k||−ω виконується для всiх (крiм скiнченної
кiлькостi) векторiв k ∈ Zp, якщо ω > (p+ 1)/ρ − 2.

Дослiдження частково пiдтриманi ДФФД України (проект № 54.1/027).

[1] Пташник Б.И. Некорректные граничные задачи для дифференциальных
уравнений с частными производными. – К.: Наук. думка, 1984. – 264 с.

[2] Берник В.И., Мельничук Ю.В. Диофантовы приближения и размерность
Хаусдорфа. – Минск: Наука и техника, 1988. – 144 с.
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Про операторне числення для згорткової алгебри
ультрарозподiлiв класу Рум’є

Соломко А.В.
(Прикарпатський нацiональний унiверситет iм. В. Стефаника)

Розглядаємо двоїстiсть виду 〈G′, G〉, де G := G(Rn) – векторний простiр
всiх ультрадиференцiйовних у сенсi Жевре функцiй з компактними носiя-
ми, G′ := G′(Rn) – сильно спряжений простiр всiх ультрарозподiлiв Рум’є.
Нехай G′

+ := G′(Rn
+) – пiдпростiр в G′ ультрарозподiлiв з носiями в кону-

сi Rn
+. Якщо символом G′⊥

+ позначити ортогональне доповнення пiдпросто-
ру G′

+ вiдносно двоїстостi 〈G′, G〉, то дуальним до G′
+ буде фактор-простiр

G+ := G/G′⊥
+ = {ψ := ϕ + G′⊥

+ : ϕ ∈ G}. Зауважимо, що двоїстiсть 〈G′, G〉
однозначно породжує дуальну пару 〈G′

+, G+〉.
Нехай (X, ‖ · ‖) – банахiв простiр. Зафiксуємо число ℵ > 1. Для кожного

ν ≻ 0 розглядаємо простори

Gν(Rn
+, X) =

{
x : suppx ⊂ Rn

+, ‖x‖Gν (Rn
+,X) = sup

k∈Zn
+

sup
t∈Rn

+

‖∂kx(t)‖
νkkkℵ

< +∞
}

X-значних ультрадиференцiйовних функцiй x(t) з компактними носiями в Rn
+.

На просторi G(Rn
+, X) :=

⋃
ν≻0

Gν(Rn
+, X) можемо ввести топологiю iндуктивної

границi limind
ν→+∞

Gν(Rn
+, X). Надалi позначатимемо G+(X) := G(Rn

+, X).

Визначимо n-параметричну напiвгрупу U : Rn
+ ∋ s −→ Us ∈ L[G+] зсувiв

вздовж конуса Rn
+ та оператор крос-кореляцiї Tf : G+ ∋ ψ → f ⊙ ψ ∈ G+, де

(f ⊙ ψ)(t) := 〈f(s), Usψ(t)〉, t, s ∈ Rn
+. Для одиничного оператора IX ∈ L[X]

визначимо вiдповiдно IX ⊗ Us ∈ L[G+(X)] та IX ⊗ Tf ∈ L[G+(X)] – векторнi
оператори зсуву та крос-кореляцiї.

Нехай I+ позначає одиничний оператор в L[G+]. Розглядаємо в X вектор-
ний пiдпростiр ĜA = {x̂A ∈ X, x ∈ G+(X)} , де x̂A :=

∫
Rn
+

(e−itA ⊗ I+)x(t)dt та

e−itA – n-параметрична напiвгрупа лiнiйних обмежених операторiв над X з
генератором −iA. Визначимо лiнiйнi перетворення виду

FA : G+(X) ∋ x −→ x̂A ∈ ĜA, IX ⊗ U : Rn
+ ∋ s −→ ̂IX ⊗ Us ∈ L[ĜA].

Теорема. Вiдображення виду ΦA : G′
+ ∋ f −→ f̂(A) ∈ L[ĜA], де лiнiйний

оператор f̂(A) визначений формулою

f̂(A) : ĜA ∋ x̂A −→ f̂(A)x̂A :=

∫

Rn
+

(e−itA ⊗ Tf )x(t)dt

є топологiчним гомоморфiзмом згорткової алгебри ультрарозподiлiв Рум’є

на комутант [ ̂IX ⊗ U ]C . Вiдображення ΦA володiє властивiстю f̂ ∗ g(A) =

f̂(A) ◦ ĝ(A), f, g ∈ G′
+. Крiм того, оператор δ̂(A) є одиничним у просторi

L[ĜA], де δ ∈ G′
+ – функцiонал Дiрака.

e-mail: ansolvas@gmail.com
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Диференцiальнi рiвняння з iмпульсною дiєю
в задачах теплопровiдностi

Тацiй Р.М., Стасюк М.Ф.
(Львiвський державний унiверситет безпеки життєдiяльностi)

В прямокутнiй системi координат Oxyz розглядається нескiнчена плита
товщини l, тобто область, обмежена площинами x = x0 = 0 i x = xn = l.
Ця область довiльним способом подiлена на n шарiв площинами x = xi,
i = 1, n− 1. Припускається, що кожний шар надiлений своїм неперервним кое-
фiцiєнтом теплопровiдностi λi(x) та внутрiшнiм неперервним джерелом тепла
ri(x), i = 1, n− 1. Крiм того, припускається наявнiсть зосереджених джерел
тепла si, i = 1, n− 1, на границях шарiв. Вважається, що температура в плитi
поширюється лише в напрямку осi Ox, тобто задача про дослiдження тепло-
обмiну є одновимiрною. Припускається, що мiж шарами iснує неiдеальний те-
пловий контакт з коефiцiєнтом теплопереносу αi в точках x = xi, i = 1, n− 1.
Така задача зводиться до розв’язання диференцiального рiвняння

(
λt′
)′

= r (1)

при певних крайових умовах та умовах спряження

t(xi + 0) − t(xi − 0) =
1

αi
λi−1(xi − 0)t′(xi − 0),

λi(xi + 0)t′(xi + 0) − λi−1(xi − 0)t′(xi − 0) = si,
(2)

де t(x) – температура, λ(x) =
n−1∑
i=0

λi(x)Θi, r(x) =
n−1∑
i=0

ri(x)Θi, Θi – характери-

стична функцiя iнтервалу [xi;xi+1) [1].
Встановлено, що з допомогою векторiв та матриць

T =

(
t
λt′

)
, R =

(
0
r

)
, Si =

(
0
si

)
, C =

(
0 1

λ

0 0

)
, Ai =

(
0 1

αi

0 0

)

задача спряження (1), (2) зводиться до системи диференцiальних рiвнянь з
iмпульсною дiєю

T
′

= CT +R, T (xi + 0) − T ((xi − 0) = AiT (xi − 0) + Si,

лiнiйна теорiя яких достатньо повно викладена в [2].

[1] Власiй О. О., Стасюк М. Ф., Тацiй Р. М. Структура розв’язкiв узагаль-
нених систем з кусково-змiнними коефiцiєнтами // Вiсник НУ "Львiвська
полiтехнiка": Фiз.-мат. науки. – 2009. – № 660. – С. 34–38.

[2] Самойленко А. М., Перестюк Н. А. Дифференциальные уравнения с им-
пульсным воздействием. – Киев: Вища школа, 1987. – 286 с.
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Про один iтерацiйний метод розв’язування
задач теорiї пластичностi

Тучапський Р.I.
(IППММ iм. Я.С. Пiдстригача НАН України)

У [2, 3] приведено основнi закони й рiвняння теорiї пластичностi та загальнi
методи розв’язування основних типiв вiдповiдних крайових задач.

Для бiльшостi практичних задач теорiї пластичностi розв’язки в замкнуто-
му виглядi отримати неможливо через нелiнiйнiсть диференцiальних рiвнянь
у частинних похiдних. Тому для розв’язування задач теорiї пластичностi най-
частiше застосовують рiзнi варiанти методу послiдовних наближень.

Фiзичнi рiвняння теорiї пластичної плинностi мiстять не тiльки компоненти
напруження, але i їх прирости. У багатьох задачах теорiї пластичної плинностi
застосовують чисельне iнтегрування, вiдстежуючи "крок за кроком" розвиток
пластичної деформацiї. На кожному етапi зовнiшнє навантаження отримує
прирости, за якими потiм обчислюють вiдповiднi прирости напружень i де-
формацiй. На кожному етапi необхiдно розв’язувати деяку нелiнiйну крайову
задачу. В [1] метод покрокового навантаження в тривимiрнiй постановцi для
задач теорiї пластичної плинностi поширено на тонкостiннi конструкцiї.

У данiй роботi здiйснено спробу обґрунтування iтерацiйного методу розв’я-
зування задачi, що виникає на кожному етапi методу покрокового наванта-
ження для моделi iдеально пружнопластичного тiла з асоцiйованим законом
плинностi. Деякi використанi прийоми мають спiльнi риси з вiдповiдними при-
йомами, застосованими в [4] для обґрунтування схем розв’язування задач кон-
такту пружних тiл.

[1] Голованов А.И., Тюленева О.Н., Шигабутдинов А.Ф. Метод конечных эле-
ментов в статике и динамике тонкостенных конструкций. –
М.: ФИЗМАТЛИТ, 2006. – 392 с.

[2] Качанов Л.М. Основы теории пластичности. – М.: Наука, 1969. – 420 с.
[3] Писаренко Г.С., Можаровский Н.С. Уравнения и краевые задачи теории

пластичности и ползучести. – Киев: Наук. думка, 1981. – 496 с.
[4] Прокопишин I. I. Схеми декомпозицiї областi на основi методу штрафу для

задач контакту пружних тiл: автореф. дис. на здобуття наук. ступеня канд.
фiз.-мат. наук: спец. 01.05.02 – математичне моделювання та обчислювальнi
методи. – Львiв, 2010. – 20 с.
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Про одне неоднорiдне рiвняння коливань iдеальної
стратифiкованої рiдини та його операторний аналог

Федак I.В.
(Прикарпатський нацiональний унiверситет iм. В. Стефаника)

У просторi H = L2(−∞; +∞) розглянемо рiвняння

∂2

∂t2

(
u(x, t) − ∂2u(x, t)

∂x2

)
= f(x, t). (1)

Рiвняння (1) є неоднорiдним рiвнянням коливань iдеальної стратифiкова-
ної рiдини. Вiдповiдне йому однорiдне рiвняння вивчалось у роботi [1].

Замiнивши − ∂2

∂x2
на довiльний напiвобмежений знизу самоспряжений опе-

ратор A, визначений у гiльбертовому просторi H , запишемо операторний ана-
лог рiвняння (1) у виглядi

(A+ E) y′′(t) + Ay(t) = f(t), (2)

де E – одиничний оператор.
У роботi [2] доведено наступне твердження.

Теорема 1. Якщо −1 /∈ σ(A), то для довiльних f0 ∈ D(A), f1 ∈ D(A) та
сильно неперервної в H функцiї f(t) iснує єдиний розв’язок рiвняння (2), який
задовольняє умови y(0) = f0, y

′(0) = f1 i представляється у виглядi

y(t) = cosω(A)tf0 +
sinω(A)t

ω(A)
f1 +

1∫

0

sinω(A)(t− τ )f(τ )

(A+ E)ω(A)
dτ, (3)

де ω(λ) =
√

λ
λ+1

.

З врахуванням даної теореми та рiвностi (3) для довiльних f0(x), f1(x) ∈
W 2

2 (−∞,+∞) та функцiї f(x, t) ∈ L2(−∞,+∞) при кожному фiксованому t
доведено iснування єдиного розв’язку рiвняння (1) та отримано його представ-
лення з допомогою iнтегральних представлень оператор-функцiй, якi входять
у (3).

[1] Габов С.А., Оразов Б.Б. Об уравнении ∂2

∂x2 (uxx − u) + uxx = 0 и некоторых
связанных с ним задачах // Журн. Вычисл. математики и мат. физики. –
1986. – 26, №1. – С.92 – 102.

[2] Федак И.В. О корректной разрешимости задачи Коши для неодно-
родного дифференциально-операторного уравнения, связанного с ко-
лебаниями стратифицированной жидкости // Спектральная теория
дифференциально-операторных уравнений: Сб. науч. тр. – Киев: Институт
математики АН УССР, 1986. – С. 53-57.
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Про симетрiйну редукцiю деяких класiв
диференцiальних рiвнянь в просторi M(1, 4) ×R(u) до

класiв чотиривимiрних диференцiальних рiвнянь

Федорчук В.I.
(Iнститут прикладних проблем механiки i математики

iм. Я. С. Пiдстригача НАН України)

Розглянемо клас нелiнiйних п’ятивимiрних рiвнянь Д’Аламбера виду:

✷5u = F (x0, x1, x2, x3, x4, u, u0, u1, u2, u3, u4) (1)

де ✷5 ≡ ∂2

∂x2
0

− ∂2

∂x2
1

− ∂2

∂x2
2

− ∂2

∂x2
3

− ∂2

∂x2
4

– оператор Д’Аламбера в просто-

рi M(1, 4), F – довiльна гладка функцiя, u = u(x0, x1, x2, x3, x4), uµ =
∂u

∂xµ
,

µ = 0, 1, 2, 3, 4.
В роботi [1] описанi класи рiвнянь вигляду (1), якi iнварiантнi вiдносно

всiх неспряжених пiдгруп групи Пуанкаре P (1, 4). Узагальнена група Пуанка-
ре P (1, 4) - група поворотiв та зсувiв п’ятивимiрного простору Мiнковського
M(1, 4). Серед важливих для теоретичної та математичної фiзики груп ця
група посiдає особливе мiсце. Вона є найменшою групою, що мiстить, як пiд-
групи, розширену групу Галiлея G(1, 3) [2] (групу симетрiї класичної фiзики)
i групу Пуанкаре P (1, 3) (групу симетрiї релятивiстської фiзики). Побудованi
класи рiвнянь можна записати у такому виглядi:

✷5u = Φ(J1, J2, ..., Jt1), (2)

де Φ – довiльна гладка функцiя, {J1, J2, ..., Jt1}(t1 = 2, 3, ..., 10) – нееквiва-
лентнi функцiональнi базиси диференцiальних iнварiантiв першого порядку
неспряжених пiдгруп групи P (1, 4). В даному повiдомленнi мова йтиме про
симетрiйну редукцiю деяких з цих класiв. На даний час, використовуючи одно-
вимiрнi неспряженi пiдалгебри алгебри Лi групи P (1, 4), проведено симетрiйну
редукцiю деяких класiв рiвнянь (2) до класiв чотиривимiрних диференцiаль-
них рiвнянь з частинними похiдними.

[1] Федорчук В. I. Про часткову попередню групову класифiкацiю нелiнiйного
п’ятивимiрного рiвняння Д’Аламбера // Мат. методи та фiз.–мех. поля. –
2012. – Т.55, №3. – C. 35–43.

[2] Fushchich W.I., Nikitin A.G. Reduction of the representations of the generalized
Poincaré algebra by the Galilei algebra // J. Phys. A: Math. and Gen. – 1980. –
V.13, No7. – P. 2319-2330
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Симетрiйна редукцiя деяких класiв диференцiальних
рiвнянь та класифiкацiя низькорозмiрних неспряжених

пiдалгебр алгебри Лi групи Пуанкаре P (1, 4)

Федорчук В.М.
(Педагогiчний Унiверситет iм. Комiсiї Народної Освiти, Кракiв)

(Iнститут прикладних проблем механiки i математики
iм. Я. С. Пiдстригача НАН України)

Федорчук В.I.
(Iнститут прикладних проблем механiки i математики

iм. Я. С. Пiдстригача НАН України)

Симетрiйна редукцiя є одним iз важливих методiв дослiдження диферен-
цiальних рiвнянь з частинними похiдними якi iнварiантнi вiдносно локальних
груп Лi точкових перетворень. Для проведення симетрiйної редукцiї таких
рiвнянь, в багатьох випадках використовують функцiональнi базиси iнварiан-
тiв неспряжених пiдгруп груп симетрiї цих рiвнянь (див., наприклад [1, 2, 3]).
Узагальнена група Пуанкаре P (1, 4) - група поворотiв та зсувiв п’ятивимiр-
ного простору Мiнковського M(1, 4). Серед важливих для теоретичної та ма-
тематичної фiзики рiвнянь, якi iнварiантнi вiдносно групи P (1, 4), в просторi
M(1, 3)×R(u) є наступнi диференцiальнi рiвняння: рiвняння ейконала, рiвня-
ння Ейлера-Лагранжа-Борна-Iнфельда, однорiдне рiвняння Монжа – Ампера,
неоднорiдне рiвняння Монжа – Ампера. Тут i надалi M(1, 3) – чотиривимiр-
ний простiр Мiнковського, R(u) – дiйсна вiсь залежної змiнної u. В просторi
M(1, 4) × R(u), важливими для теоретичної та математичної фiзики рiвнян-
нями, якi iнварiантнi вiдносно групи P (1, 4) є лiнiйнi та нелiнiйнi рiвняння
Д’Аламбера. При симетрiйнiй редукцiї вищезгаданих рiвнянь виявилося, що
використання неспряжених пiдалгебр алгебри Лi групи P (1, 4) певного ран-
гу призводить до рiзного типу редукованих рiвнянь. В даному повiдомленнi
мова йтиме про одну iз спроб пояснити отримання рiзного типу редукованих
рiвнянь для неспряжених пiдалгебр алгебри Лi групи P (1, 4) певних рангiв.
Ця спроба пов’язана з класифiкацiєю неспряжених пiалгебр алгебри Лi групи
P (1, 4) в класи iзоморфних пiдалгебр.

[1] Овсянников Л.В. Групповой анализ дифференциальных уравнений. – М.:
Наука, 1978.

[2] Олвер П. Приложения групп Ли к дифференциальным уравнениям. – М.:
Мир,1989.

[3] Фущич В. И., Баранник Л.Ф., Баранник А.Ф. Подгрупповой анализ групп
Галилея и Пуанкаре и редукция нелинейных уравнений. – Киев: Наукова
думка, 1991.
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Цiлi функцiї скiнченного порядку з випадковими нулями

Фiлевич П.В.
(ПНУ iм. Василя Стефаника)

Захарко Ю.Б.
(ЛНУВМБТ iм. С.З. Гжицького)

Нехай E – клас трансцендентних цiлих функцiй, а Z – клас комплексних
послiдовностей ζ = (ζn) таких, що 0 ≤ |ζ0| ≤ |ζ1| ≤ ... i ζn → ∞, n → ∞.
Через E(ζ), де ζ ∈ Z, позначимо клас функцiй f ∈ E , послiдовнiсть нулiв
яких, занумерована з урахуванням їх кратностей у порядку неспадання мо-
дулiв, спiвпадає з послiдовнiстю ζ. Використовуємо стандартнi позначення i
термiнологiю теорiї мероморфних функцiй [1]. Зокрема, для функцiї f ∈ E че-
рез n(r, 0, f) i M(r, f) позначимо лiчильну функцiю її нулiв i максимум модуля
вiдповiдно. Покладемо Cf = lim

r→+∞

n(r,0,f)
lnM(r,f)

. Добре вiдомими (i рiвносильними

одна однiй) є наступнi класичнi теореми.

Теорема 1. Нехай ρ ∈ (0; +∞)\Z. Iснує стала C(ρ) > 0, така, що для
довiльної функцiї f ∈ E порядку ρ правильна нерiвнiсть Cf ≥ C(ρ).

Теорема 2. Нехай ρ ∈ (0; +∞)\Z, а ζ ∈ Z – послiдовнiсть з показни-
ком збiжностi ρ. Тодi для довiльної функцiї f ∈ E(ζ) порядку ρ правильна
нерiвнiсть Cf ≥ C(ρ), де C(ρ) – стала з теореми 1.

Точне значення сталої C(ρ) знайдено лише для ρ ∈ (0; 1) (А. Валунд i Ж.
Валiрон). У цьому випадку C(ρ) = 1

π
sin πρ. Найточнiшi на сьогоднi оцiнки цiєї

сталої для ρ ∈ (1; +∞)\Z наведено в [2]. Зокрема, правильна оцiнка C(ρ) < ρ.
Однак, як виявляється, для "бiльшостi" функцiї f ∈ E порядку ρ ∈ (0; +∞)\Z
виконується нерiвнiсть Cf ≥ ρ. Такий висновок дозволяє зробити наведена
нижче теорема 3, в якiй поряд з послiдовнiстю ζ ∈ Z розглядаємо випадко-
ву послiдовнiсть ζω = (ζne

2πiωn(ω)), де (ωn(ω)) – послiдовнiсть незалежних
рiвномiрно розподiлених на [0, 1] випадкових величин.

Теорема 3. (i) Нехай ζ ∈ Z – послiдовнiсть з показником збiжностi
ρ ∈ (0; +∞)\Z. Тодi випадкова послiдовнiсть ζω майже напевно володiє на-
ступною властивiстю: для довiльної функцiї f ∈ E(ζω) порядку ρ правильна
нерiвнiсть Cf ≥ ρ. (ii) Для кожного ρ ∈ (0; +∞)\Z iснує послiдовнiсть ζ ∈ Z
з показником збiжностi ρ така, що випадкова послiдовнiсть ζω майже на-
певно володiє такою властивiстю: Cf = ρ для деякої f ∈ E(ζω).

[1] Гольдберг А.А., Островский И.В. Распределение значений мероморфных
функций. – М.: Наука, 1970.

[2] Bergweiler W. Canonical products of infinite order // J. reine angew. Math. –
1992. – V. 430. – P. 85–107.
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Мiшана задача для злiченної
гiперболiчної системи лiнiйних рiвнянь

Фiрман Т.I.
(Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка)

У прямокутнику Π = {(x, t) : 0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ t ≤ T} розглянемо злiчен-
ну гiперболiчну систему лiнiйних рiвнянь з частинними похiдними першого
порядку

∂ui

∂t
+ λi(x, t)

∂ui

∂x
=

∞∑

j=1

aij(x, t)uj(x, t) + fi(x, t), i ∈ {1, ...}, (1)

з початковими умовами

ui(x, 0) = gi(x), i ∈ {1, ...}, x ∈ [0, l],

та крайовими умовами

ui(0, t) =
∑

j∈I−

αij(t)uj(0, t) + hi(t), i ∈ I+, (2)

ui(l, t) =
∑

j∈I+

βij(t)uj(l, t) + ri(t), i ∈ I−,

де I+ = {i ∈ N|λi(x, t) > 0}, а I− = {i ∈ N|λi(x, t) < 0}.

Припустимо, що ∀(x, t) ∈ Π мають мiсце нерiвностi

λi(x, t) ≥ λj(x, t) ∨ λj(x, t) ≥ λi(x, t), ∀i, j ∈ {1, ...},
∃ i+, i− ∈ {1, ...} : λi+(x, t) ≥ λi(x, t) та λi−(x, t) ≤ λi(x, t), ∀i ∈ {1, ...}.

Нехай виконуються умови погодження нульового порядку:

gi(0) =
∑

j∈I−

αij(0)gj(0) + hi(0), i ∈ I+, (3)

gi(l) =
∑

j∈I+

βij(0)gj(l) + ri(0), i ∈ I−. (4)

При виконаннi умов гладкостi та обмежень вихiдних функцiй, для зада-
чi (1)–(2) доведено теорему iснування i єдиностi узагальненого розв’язку, з
використанням методики [1], [2].

[1] Аболиня В. Э., Мышкис А. Д. Смешанная задача для почти линейной
гиперболической системы на плоскости // Матем. сб. – 1960. – Т. 50. –
Вып. 4. – С. 423–442.

[2] Кирилич В.М. Основнi крайовi задачi для гiперболiчних рiвнянь i систем
на прямiй. – К.: 1993. – 69с.
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Мiшана задача для напiвлiнiйної гiперболiчної системи в
секторi з малим параметром при похiднiй по часу

Флюд О.В.
(Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка)

В областi V = {(x, t) : 0 < t < T,−kt < x < kt, k > 0} розглядається
напiвлiнiйна гiперболiчна система





∂u

∂t
+ λ(x, t)

∂u

∂x
= f(x, t, u, v),

µ(x, t)
∂v

∂t
+
∂v

∂x
= g(x, t, u, v),

(1)

з крайовими умовами

ui(−kt, t) = γ1
i (t, (us(−kt, t))s∈I1), i ∈ I2 ∪ I3, (2)

ui(kt, t) = γ2
i (t, (us(kt, t))s∈I2), i ∈ I1 ∪ I3,

vj(−kt, t) = ψj(t, (us(−kt, t))s∈I1), j ∈ {1, . . . ,m}, (3)

де u = (u1, . . . , un) v = (v1, . . . , vm), f = (f1, . . . , fn), g = (g1, . . . , gm),
λ(x, t) = diag(λ1(x, t), . . . , λn(x, t)), µ(x, t) = diag(µ1(x, t), . . . , µm(x, t)), µj ≥ 0
(j = 1, m). I1, I2, I3 – множини iндексiв, що визначаються наступним чином:

I1 = {i : i ∈ {1, . . . , n}, λi(0, 0) < −k}, I2 = {i : i ∈ {1, . . . , n}, λi(0, 0) > k},
I3 = {i : −k < λi(0, 0) < k, i ∈ {1, . . . , n}}.

Нехай множини I1, I2, I3 мiстять r1, r2, r3 елементiв вiдповiдно, r1 +r2+r3 = n.
Будемо вважати, що функцiї f : V × Rn+m → Rn, g : V × Rn+m → Rm,
λ : V → Rn, µ : V → Rm, γ1 : [0, T ] × Rr1 → Rr2+r3 , γ2 : [0, T ] × Rr2 → Rr1+r3 ,
ψ : [0, T ]×Rr1 → Rm є неперервними, λi (i = 1, n) i µj (j = 1, m) задовольняють
умову Лiпшиця за змiнними x та t вiдповiдно.

За певних умов гладкостi, погодження та обмежень на зростання вихiдних
даних доведено неперервну залежнiсть розв’язку мiшаної задачi (1)-(3) для
гiперболiчної системи n + m рiвнянь (n ≥ 0, m ≥ 0, n + m ≥ 1) в секторi вiд
заданих функцiй, використавши методи, запропонованi в [1,2].

[1] Кирилич В.М. Обобщеная непрерывная разрешимость задачи с неизве-
стными границами для сингулярных гиперборлических систем квазили-
нейных уравнений./ В.М. Кирилич, А.М. Филимонов // Матем. студiї. –
2008. – Т.30. – №1. – С.42-60.

[2] Мауленов О. О смешанной задаче для полулинейной гиперборлической си-
стемы на отрезке с малым параметром при роизводных по времени (часть
I). / О. Мауленов, А.Д. Мышкис // Изв. АН КазССР. Сер.физ.-мат. –
1983. – №3. – С.59-62.
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Про оператори на просторах узагальнених функцiй
нескiнченної кiлькостi змiнних

Шарин С.В., Скiданюк О.С.
(Прикарпатський нацiональний унiверситет

iменi Василя Стефаника)

Нехай A,B ∈ L(E) – лiнiйнi неперервнi оператори на локально опуклому
просторi E, 1C,0C ∈ L(C) – оператори множення на 1 ∈ R та 0 ∈ R вiдповiдно.
Нехай ⊗n

s,pE – n-тий симетричний тензорний степiнь простору E, поповнений
в проективнiй тензорнiй топологiї p. За означенням приймемо ⊗0

s,pE := C та
⊗1

s,pE := E.

Визначимо оператори A⊗, B{⊗} ∈ L
(

n∈Z+

⊗n
s,pE

)
наступним чином

A⊗ :=
n∈Z+

A⊗n : q =
n∈Z+

qn 7−→ A⊗q :=
n∈Z+

A⊗nqn,

B{⊗} :=
n∈Z+

B{⊗}n : q =
n∈Z+

qn 7−→ B{⊗}q :=
n∈Z+

B{⊗}nqn,

де A⊗0 := 1C, B{⊗}0 := 0C, i для кожного n ∈ N оператори A⊗n ∈ L
(
⊗n

s,pE
)

та
B{⊗}n ∈ L

(
⊗n

s,pE
)

визначенi як лiнiйне i неперервне розширення вiдображен-
ня x1 ⊗ · · · ⊗ xn 7−→ Ax1 ⊗ · · · ⊗Axn та x1 ⊗ . . .⊗ xn 7−→∑n

i=1
n
iB(x1 ⊗ . . .⊗ xn)

вiдповiдно, де
n
jB : x1 ⊗ . . .⊗ xn 7−→ x1 ⊗ . . .⊗ xj−1 ⊗Bxj ⊗ xj+1 ⊗ . . .⊗ xn

та xi ∈ E, i = 1, . . . , n.
У доповiдi ми обговоримо як розширити оператори A⊗ та B{⊗} на простiр

полiномiальних узагальнених функцiй (див. [1]).
Нехай S+ – простiр Шварца швидко спадних нескiнченно диференцiйовних

функцiй на [0,∞). У випадку E = S+ ми покажемо зв’язок мiж операторами
народження та знищення, похiдною Ґросса (див. [2]) та оператором D{⊗}, де
D – оператор диференцiювання на S+.

[1] Lopushansky O.V., Sharyn S.V. Polynomial ultradistributions on cone Rd
+ //

Topology. –2009. – V.48, No.2–4. – P. 80–90.
[2] Ji U.C., Obata N. Generalized white noise operator fields and quantum white

noise derivatives // Séminaires & Congrès. –2007. – V.16. – P. 17–33.
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Вплив нестацiонарних об’ємних i поверхневих джерел
тепла на розподiл температури й напружень в цилiндрi,
теплофiзичнi властивостi приповерхневого шару якого

змiнюються з часом

Швець Р.М., Яцкiв О.I., Бобик Б.Я., Середницька Х.I.
(IППММ iм. Я.С.Пiдстригача НАН України)

Характерною особливiстю сучасних елементiв конструкцiй є їх неоднорiд-
нiсть та можлива змiна фiзико-механiчних властивостей в часi за впливу рi-
зноманiтних фiзичних полiв, зокрема електромагнiтного випромiнювання [1],
якi в багатьох випадках можуть спричинювати нагрiвання як у всьому об’ємi
тiла, так i в його приповерхневiй областi.

Розглядаємо довгий суцiльний цилiндр, який охолоджується зовнiшнiм се-
редовищем, за нагрiвання об’ємними джерелами тепла як заданої змiнної iн-
тенсивностi, так i лiнiйно залежної вiд температури, а також поверхневими
джерелами. Вплив приповерхневого шару на фiзико-механiчну поведiнку ци-
лiндра задаємо через некласичнi нестацiонарнi граничнi умови його конта-
кту з довкiллям, що мiстять похiдну за часом вiд температури, зi змiнними
в часi теплофiзичними параметрами. Для таких некласичних крайових задач
розвинуто аналiтично-числовий метод [1], з побудовою спецiальної структури
розв’язку i зведенням вихiдної задачi до iнтегро-диференцiального рiвняння
зi змiнними коефiцiєнтами з iнтегральним оператором типу Вольтерри, для
розв’язання якого адаптовано схему сплайн-апроксимацiй. Термонапружений
стан цилiндра дослiджено залежно вiд режимiв нагрiвання цилiндра джере-
лами тепла, а також вiд змiнних теплофiзичних параметрiв приповерхнево-
го шару. Здiйснено порiвняльний аналiз нагрiвання рiзними видами джерел
за рiзних законiв змiни теплофiзичних параметрiв. Виявлено, що за допомо-
гою пiдбирання змiнних зведених теплофiзичних параметрiв приповерхнево-
го шару та цилiндра можна частково компенсувати дiю залежних вiд часу
джерел тепла i забезпечити пiдтримування розподiлiв температури чи напру-
жень близьких до заданих, зокрема досягнути рiвноваги мiж охолодженням
цилiндра довкiллям та нагрiванням джерелами. У разi лiнiйно залежних вiд
температури джерел тепла визначено спiввiдношення критичних значень те-
плофiзичних параметрiв, за заданої iнтенсивностi тепловидiлення, для яких
починається режим теплової нестiйкостi цилiндра.

[1] Панiн С.В., Мартиняк Р.М., Швець Р.М., Яцкiв О.I., Бобик Б.Я. Термона-
пружений стан цилiндра зi змiнними теплофiзичними властивостями при-
поверхневого шару за нагрiву об’ємними джерелами тепла // Мат. методи
та фiз.-мех. поля. – 2012. – Т. 55, №3. – С. 139-152.
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New extensions of the modified k-cKP hierarchy

Chvartatskyi O.I.

(Max Planck Institute for Dynamics and Self-Organization)
(Ivan Franko National University of Lviv)

Sydorenko Yu.M.

(Ivan Franko National University of Lviv)

We propose new extensions of the modified k-cKP hierarchy [1]. This new
hierarchy arises as an essential generalization of the modified k-cKP hierarchy
[2, 3, 4] and also generalizes BKP hierarchies obtained in [5, 6, 7]. In particular,
the proposed hierarchy includes generalizations of the Kaup-Broer system:

ut2 + uxx − 2(uv)x = 0, −vt2 + 2ux + vxx + 2vvx = 0, (1)

with the scalar functions u = u(x, t2) and v = v(x, t2) and extensions of the
following system

α3qt3 = qxxx − 3qxM0q
⊤qx + 3uqx,

α3ut3 = uxxx − 3(uqxM0q
⊤)x + 6uux, α3 ∈ R.

(2)

with 1 × m-vector-valued function q = q(x, t3), scalar function u = u(x, t3) and
skew-symmetric real-valued m×m-constant matrix M0. From system (2) one can
recover KdV equation (q = 0) and vector version of the modified KdV equation
(u = 0). We also consider solution generating technique for the equations (using a
kind of binary Darboux transformations [8]) that the proposed hierarchy contains.

[1] Chvartatskyi O.I. and Sydorenko Yu.M. Additional reductions in the k-
constrained modified KP hierarchy // submitted to Nonlinear Oscillations
http://arxiv.org/abs/1303.6509

[2] Kundu A., Strampp W. and Oevel W. Gauge Transformations of Constrained
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[3] Oevel W. and Carillo S. Squared Eigenfunction Symmetries for Soliton Equa-
tions // J. Math. Anal. Appl. – 1998. – V.217 – P. 161-199.

[4] Sidorenko Yu. Transformation operators for integrable hierarchies with addi-
tional reductions // Proceedings of Institute of Math. of NAS of Ukraine. –
2002. – V.43, Part 1 –P. 352–357.

[5] Loris I. and Willox R. Symmetry reduction of the BKP hierarchy // J. Math.
Phys. – 1999. – V.40 –P. 1420-1431

[6] He J., Wu Zh. and Cheng Yi. Gauge transformations for the constrained CKP
and BKP hierarchies // J. Math. Phys. – 2007. – V.48, No11. – P. 113519-1 –
113519-16.

[7] Wu H.-X., Liu X.-J. and Zeng Y.-B. Two New Multi-component BKP Hierar-
chies // Comm. Theor. Phys. – 2009. –V.51 – P. 193-204.

[8] Matveev V.B., Salle M.A. Darboux transformations and solitons. – Springer-
Verlag, Berlin Heidelberg, 1991.

e-mail: alex.chvartatskyy@gmail.com, y sydorenko@franko.lviv.ua

79



Problem for degenerate hyperbolic

system in curvilinear sector

Filimonov A. M.

(Moscow State University of Railway Engineering)
Kyrylych V. M.

(Ivan Franko National University of Lviv)

In curvilinear sector VT = {x, t : 0 < t < T, s1(t) < x < s2(t), si(0) = 0, i =
1, 2} hyperbolic system is considered

m∑

k=1

gik(x, t, u, v)

(
∂uk

∂t
+ λi(x, t, u, v)

∂uk

∂x

)
= fi(x, t, u, v), i ∈ {1, . . . , m}, (1)

εµj(x, t, u, v)
∂vj
∂t

+
∂vj
∂x

= qj(x, t, u, v), j ∈ {1, . . . , n}, (2)

(ε – small parameter, µj > 0 in it’s domain of existence) with boundary conditions

ui(s1(t), t) = γ1
i (t, u(s1(t), t), v(s1(t), t)), i ∈ I+ = {i|sgn(λi(0, 0, 0, 0)) = 1}, (3)

ui(s2(t), t)=γ2
i (t, u(s2(t), t), v(s2(t), t)), i ∈ I− = {i|sgn(λi(0, 0, 0, 0)) = −1}, (4)

vj(s1(t), t) = βj(t), j ∈ {1, . . . , n}. (5)

The way of reduction of the system (1)–(2) to the system of the nonlinear
integral-operating second order Volterra’s equations without an increasing of input
data to the class C2 is proposed. We cannot apply the method of expandable system
because the system (1) was written in the Schauder’s canonical form.

Theorems of local and global, general and classical solvabilities of the problem
(1)–(5) were proved according to respective smoothness of initial data and their
monotonicity and constance of sign.

We applied the methodology of the works [1]-[3] for proof of theorems of exis-
tence and uniqueness of the solution of the problem (1)–(5).

[1] Courant R., Lax P. On nonlinear partial differential equations with
two independent variables // Comm. Pure. Appl. Math. – 1949. – Vol. 2. –
P. 255–273.

[2] Мауленов О., Мышкис А. Д. О смешанной задаче для полулинейной гипер-
болической системы на отрезке с малыми параметрами при производных
по времени (часть III) // Изв. АH КазССР. Сер. физ.-мат. – 1985. – № 1. –
С. 65–68.

[3] Кирилич В. М., Филимонов А. М. Обобщенная непрерывная разрешимость
задачи с неизвестными границами для сингулярных гиперболических си-
стем квазилинейных уравнений // Матем. студiї. – 2008. – Т. 30. – № 1. –
С. 42–60.
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On the validity of the nonlinear Boltzmann

equation with hard sphere collisions

Gerasimenko V.I.

(Institute of Mathematics of NAS of Ukraine, Kyiv)

As is known the collective behavior of many-particle systems can be effectively
described within the framework of a one-particle marginal distribution function
governed by the nonlinear kinetic equation in a suitable scaling limit of underlying
dynamics. At present the considerable advance in the rigorous derivation of the
Boltzmann kinetic equation of a system of hard spheres in the scaling Boltzmann–
Grad limit is observed.

We develop two new approaches to the description of the kinetic evolution of
many-particle systems with hard sphere collisions. In particular, a formalism for the
description of the evolution of infinitely many hard spheres within the framework
of marginal observables [1] in the Boltzmann–Grad scaling limit is considered.
Another approach to the description of the kinetic evolution of hard spheres is
based on the generalized Enskog kinetic equation [2] and the construction of its
scaling asymptotic behavior [3].

One of the advantage of such approaches is the possibility to construct the
nonlinear kinetic equations in scaling limits, involving correlations at initial time
which can characterize the condensed states of a hard sphere system.

We emphasize also that the approach to the derivation of the Boltzmann equa-
tion from underlying dynamics governed by the generalized Enskog kinetic equation
enables to construct the higher-order corrections to the Boltzmann–Grad evolution
of many-particle systems with hard sphere collisions.

[1] Gerasimenko V.I. Heisenberg picture of quantum kinetic evolution in mean-field
limit // Kinet. Relat. Models. – 2011. – V.4, No1. – P. 385-399.

[2] Gerasimenko V.I., Gapyak I.V. Hard sphere dynamics and the Enskog equa-
tion // Kinet. Relat. Models. – 2012. – V.5, No3. – P. 459-484.

[3] Gerasimenko V.I., Gapyak I.V. The Boltzmann–Grad asymptotics of the
solution of the generalized Enskog equation // Proc. II National Seminar
”Ukrainian School of Group Analysis: Achievements and Horizons” , 2012. –
P. 4-12.
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The Lie–algebraic structure of two–dimensional nonlinear

differential–difference systems

Hentosh O.Ye.

(Pidstryhach IAPMM, NAS of Ukraine)

By means of the general approach [1] for constructing an operator Lie algebra
with a nondegenerated invariant scalar product from an associative algebra one
obtain the Lie algebra G of shift operators in the forms

A =
∑j≪∞

j∈Z
AjT

j , Aj ∈ C∞(Z; g), (1)

where g is the Lie algebra of shift operators, T and E are usual shift operators,
acting by the rules

T ja(n,m) = a(n+ j,m)T j, E ia(n,m) = a(n,m+ i)E i

for any a ∈ C∞(Z2;R), and Aj :=
∑i≪∞

i∈Z
aj,iEj, with the standard commutator [1]

and the scalar product

(A, B) = Tr (AB), TrA :=
∑

n∈Z
τ (A0) :=

∑
n∈Z

∑
m∈Z

a0,0,

where A, B ∈ G. On the dual space G∗ to the Lie algebra G the Casimir functionals

γk := p
k+p

Tr ℓ
k+p
p , k ∈ Z+, and the R–deformed Lie–Poisson bracket [1] generate

the hierarchy of commuting one with each other Lax type flows

d

dtk
ℓ = [(ℓ

k
p )+, ℓ], k ∈ Z+, (2)

where the index ”+” designates a projection of the corresponding operator on
the Lie subalgebra, consisting of the elements

∑j≪∞
j∈Z+

AjT
j , at the point ℓ :=

T p+
∑j<p

j∈Z
ûjT

j ∈ G∗, ûj ∈ C∞(Z; g). It is shown that the evolution equations (2),
reduced on some orbits of the Lie algebra coadjoint action, give us Lax representa-
tions for two–dimensional discretizations of (2 + 1)–dimensional nonlinear dynam-
ical systems.

The central extension [1] of the Lie algebra G, which can be applied to con-
struct Lax representations for (3 + 1)–dimensional differential–difference systems,
are considered also.

The Dorfman-Fokas operand approach [2] are developed for studying the bi–
Hamiltonian structure of the mentioned above differential–difference systems.

[1] Hentosh O., Prytula M., Prykarpatsky A. Differential–geometric and Lie–alge-
braic foundations of studying integrable nonlinear dynamical systems on func-
tional manifolds. – Lviv: National University Publishing, 2006. (in Ukrainian)

[2] Dorfman I.Ya., Fokas A.S. Hamiltonian theory over noncommutative rings and
integrability in multidimensions // J. Math. Phys. – 1992. – V.33, No7. –
P. 2504–2514.
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Analytic vectors of a symmetric operator and

quasi-analytic vectors of dissipative operator

Horbachuk O.L.

(Pidstryhach IAPMM, NAS of Ukraine)

A linear closed symmetric operator on a separable Hilbert space H is called
simple if it has not an invariant subspace in which this operator is self-adjoint.

Theorem 1. The symmetric operator A is simple if the set of analytic vectors
of operator A coincide with {0}.

The operator A is called dissipative if

Im(Ax,x) ≥ 0 for any x ∈ D(A)

(see [1]). A dissipative operator is maximal dissipative if it has no dissipative
extensions.

Vector x ∈ D(Ak) (k = 1, 2, ...) is called quasi-analytic for the operator A
if the set

C||Akx||[a, b] (−∞ < A < B < +∞)

(see [1]) of infinitely differentiable function f(z) on [a, b] which possess the property

∃C > 0, ∃α > 0 : |f (k)(z)| ≤ Czk||Akx||, k = 1, 2, ...

form a quasi-analytic class (see [2] or [3]).

Theorem 2. If the set of quasi-analytic vectors of dissipative operator A is
dense in H , then this operator is maximal dissipative.

The inverse theorem is not true.

Theorem 3. If the operator A is maximal dissipative, then Gevrey class B > 1
is dense in H

( CnnB (A) = H for B > 1 ).

[1] Горбачук В.И., Горбачук М.Л. Граничные задачи для дифференцыально-
операторных уравнений. – Київ: Наукова думка, 1984. – 284с.

[2] Березанский Ю.М., Ус Г.Ф., Шефтель З.Г. Функциональный анализ. –
Київ: Наукова думка, 1990. – 600 с.

[3] Shylov G.E. Mathematical analysis, Special Cours. – Moscow: Fismathgis, 1960.
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Problem with integral conditions

for differential-operator equation

Petro Kalenyuk 1,2, Ihor Kohut1, Grzegorz Kuduk2, Zinoviy Nytrebych1

(1Lviv Polytechnic National University, Ukraine)
(2University of Rzeszów, Poland)

Let A be a given linear operator acting in the linear space H and for this
operator arbitrary powers An, n = 2, 3, ... , be also defined in H . Denote by x(λ)
the eigenvector of the operator A, which corresponds to its eigenvalue λ ∈ Λ ⊂ C.

We consider the problem
[
dn

dtn
+

n∑

j=1

aj(A)
dn−j

dtn−j

]
U(t) = 0, t ∈ (0, T ), (1)

∫ T

0

tkU(t)dt = ϕk, k = 0, n− 1, (2)

where ϕk ∈ H , T > 0, U : (0, T ) → H is an unknown vector-function, aj(A) are
abstract operators whose symbols are aj(λ) depending analytically on λ ∈ Λ.

Let for m ∈ {0, 1, . . . , n− 1} function Mm(t, λ) be a solution of the equation

dnMm

dtn
+

n∑

j=1

aj(λ)
dn−jMm

dtn−j
= 0, (3)

and satisfies the conditions∫ T

0

tkMm(t, λ)dt = δkm, k = 0, n− 1, (4)

where δkm is the Kronecker delta.
Denote by P the set of such λ ∈ C, for which there exists the system of solutions

M0(t, λ), . . . ,Mn−1(t, λ) of the problem (3), (4), and suppose that P is not empty.
Let the vectors ϕk belong to L ⊂ H , i.e. there exist depending on ϕk linear

operators Rϕk (λ) : H → H and measures µϕk (λ), where λ ∈ Λ⋆, Λ⋆ = C\P , such
that ϕk =

∫
Λ⋆ Rϕk (λ)x(λ)dµϕk(λ).

By means of the differential-symbol method [1], we construct a solution of
problem (1), (2) in the form

U(t) =

n−1∑

m=0

∫

Λ⋆

Rϕm (λ){Mm(t, λ)x(λ)}dµϕm(λ).

[1] Kalenyuk P. I., Nytrebych Z.M. Generalized scheme of separation of variables.
Differential-symbol method. – Lviv: Publishing house of Lviv Polytechnic Na-
tional University, 2002. – 292 p. (in Ukrainian).
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ONE INVERSE PROBLEM TO FRACTIONAL

DIFFUSION-WAVE EQUATION

IN BOUNDED DOMAIN

Lopushanskyj A.O.

(Rzeszów University, Poland)
Lopushanska H.P.

(Ivan Franko National University of Lviv, Ukraine)

Let Q0 = (0, l)× (0, T ], C+[0, T ] be a class of continuous in [0, T ] functions v such

that inf
t∈[0,T ]

v(t) > 0, Cβ(0, T ] = {v ∈ C(0, T ]
∣∣ tβv ∈ C[0, T ], inf

t∈(0,T ]
tβ|v(t)| > 0},

C2,β(Q0) be a class of continuous functions v(x, t), (x, t) ∈ Q̄0, equal to zero for

t ≥ T and with continuous functions vxx and regularized fractional derivative Dβ
t v

of the order β ∈ (0, 2) in Q0.

We study the inverse boundary value problem of the determination of the pare
of functions (u, a) ∈ Mβ := C2,β(Q0) × C+[0, T ] satisfying the equation

Dβ
t u− a(t)uxx = F0(x, t), (x, t) ∈ (0, l) × (0, T ] (1)

and the conditions

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t ∈ [0, T ], (2)

u(x, 0) = F1(x), x ∈ [0, l] (3)

ut(x, 0) = F2(x), x ∈ [0, l], (4)

a(t)ux(0, t) = F3(t), t ∈ [0, T ] (5)

where F0-F3 are given functions, the condition (5) is absent in the case β ∈ (0, 1].
Theorem 1. Under suppositions

F0 ∈ C(Q0), Fi ∈ C[0, l], Fi(0) = Fi(l) = 0, i = 1, 2, F3 ∈ Cβ/2(0, T ];
F0(x, t) > 0, (x, t) ∈ Q0, Fi(x) ≥ 0, x ∈ [0, l], i = 1, 2, F3(t) > 0, t ∈ (0, T ],

or
F0(x, t) < 0, (x, t) ∈ Q0, Fi(x) ≤ 0, x ∈ [0, l], i = 1, 2, F3(t) < 0, t ∈ (0, T ];
||F1||C[0,l] := max

x∈[0,l]
|F1(x)| > 0

the solution (u, a) ∈ Mβ of the problem (1)-(5) exists.
We get the representation of the function u by means of the Green vector-

function of the problem (1)-(4), the function a(t) is finding as the solution of
the nonlinear integral Volterra type equation. The existence of the Green vector-
function of the first boundary value problem to the equation (1) is proving.

Theorem 2. Under supposition F3 ∈ Cβ/2(0, T ] the solution (u, a) ∈ Mβ of
the problem (1)-(5) is unique.
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Galerlkin method in the investigation of nonlinear

oscillations of elastic beam including dissipation

Pukach P.Ya.

(Lviv Polytechnic National University)
Kuzio I.V.

(Lviv Polytechnic National University)
Sokil M.B.

(Lviv Polytechnic National University)

We investigate the solution of the problem on nonlinear transverse vibrations of
elastic body subject to the action of dissipative forces in a bounded domain. Such
problems have many applications in various technical systems, such as vibration of
pipelines, railway lines, drill columns, bridges, electrical wires, optical fiber etc. For
the nonlinear oscillations model considered, there is no general analytical method-
ologies of determining dynamical characteristics of the oscillation process. Thus we
propose using the qualitative methods of nonlinear boundary value problems the-
ory to obtain the well-posedness conditions for the problem’s local solution in time
variable. The methodology of the qualitative study of nonlinear oscillations under
the action of dissipative forces is based on the general principles of the nonlinear
boundary value problems theory, such as monotony method and Galerkin method.

Let QT = (0, l) × (0, T ), where T < +∞, l < +∞, τ ∈ (0, T ). In the domain
QT , for nonlinear equation

utt + autxxxx + buxxxx + c|u|p−2u = f(x, t), p > 2 (1)

we shall consider the mixed problem with initial conditions

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) (2)

and boundary conditions

u(0, t) = uxx(0, t) = 0, u(l, t) = uxx(l, t) = 0. (3)

In equation (1), function u(x, t) is a cross motion of the beam section with x
coordinate at arbitrary time moment t; a > 0, b > 0 are constants which can be
expressed through geometrical and physico-mechanical parameters of the beam,
constant c > 0 describes the nonlinear elastic forces acting in the system, f(x, t)
is the external driving force. Boundary conditions (3) correspond to the model of
a beam with fixed pivoting supports on the ends x = 0 and x = l.

We investigate the oscillating system modeled by problem (1)-(3) and obtain
the conditions of existence of a local solution. We show the possibility of applying
the Galerkin method to solving the problem.

Main result: under some conditions on functions f(x, t), u0(x), u1(x) one can
specify T0 < +∞ depending on the coefficients, the right-hand side of the equation
and the initial data, such that the generalized solution u(x, t) of problem (1)-(3) in
the domain QT0 exists. The blow-up mode of oscillation is considered separately.
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On linear subspaces in zeros of complex

poloynomials on Banach spaces

Zagorodnyuk A.V.

(Vasyl Stefanyk Precarpathian National University, Ivano-Frankivsk)
Verkalets N.B.

(Vasyl Stefanyk Precarpathian National University, Ivano-Frankivsk)

Let X be a complex Banach space, P(X) the algebra of all continuous complex
valued polynomials on X and P(nX) be a subspace of P(X) of n−homogneous
polynomials. Since every polynomial P ∈ P(X) admits a unique (up to a mul-
tiplicative constant) factorization in P(X), P = Pm1

1 · . . . · Pmk
k into irreducible

polynomials m1, . . . ,mk ∈ N, degPj > 0, j = 1, . . . , k we can denote the radical of
P , Rad(P ) = P1 · . . . · Pk.

In the general case, let J = (P1, . . . , Pk) be the ideal generated by P1, . . . , PN ∈
P(X), that is

J =

{
n∑

i=1

PiQi : Qi ∈ P(X)

}
, (1)

then the set RadJ is called the radical of J , if Pk ∈ J for some positive integer k
implies P ∈ RadJ . For a given ideal J ⊂ P(X), V (J) denotes the zero of J , that
is, the common set of zeros of all polynomials in J .

Let G be a subset of X. Then I(G) denotes the null of G, that is, the set of all
polynomials in P(X) which vanish on G.

An ideals of the form (1) is called finitely generated in P(X). The following
theorem is an analogue of the well known Hilbert Nullstellensatz for the infinite-
dimension case.

Theorem. Let J be a finitely generated in P(X). Then I [V (J)] = RadJ.

This theorem imply, in particular that every irreducible polynomial in P(X) is
defined (up to a multiplicative constant) by its zeros.

In this report will be consider questions related to extensions of their zeros.
Here will be use the fact in [1] that zero of every homogeneous polynomial on
a complex infinite-dimensional Banach space X contains an infinite-dimensional
linear subspace. Also, will be use the well known Aron-Berner extension of poly-
nomials in P(X) to the second dual X ′′ an the fact that the extension operator

P  P̃ is a topological homomorphism of algebras P(X) and P(X ′′). Also we will
consider zeros of diagonal polynomials on spaces with bases.

[1] A.Plichko and A. Zagorodnyuk, On automatic continuity and tree problems
of The Scottish book concerning the boundedness of polynomial functionals, J.
Math. Anal. Appl. – 220 – No.2 – P. 477–494.
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